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Über nicht-kommutative abelsche Algebren 


Von Klaus Hoechsmann'‘), z. Z. Hamburg 





G sei eine endliche Gruppe, k ein Körper. Wir betrachten separable Algebren A 
über k, die gleichzeitig als (linke) G-Moduln erklärt sind. Ein solches Gebilde heißt 
G-Algebra, wenn sich G dabei als Gruppe von Algebrenautomorphismen darstellt und 
diese Darstellung zur regulären äquivalent ist. In dieser Form findet sich der Begriff der 
G-Algebra bei Wolf [3]; mit der zusätzlichen Forderung, daß A kommutativ sei, war er 
ursprünglich von Teichmüller [2] eingeführt und danach von Hasse [1]?) eingehend 
behandelt worden. Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich ausschließlich mit abelschen 
Algebren, d.h., G-Algebren mit abelschem G. Für festes G bilden diese nämlich eine 
Gruppe _A(k,G). Dabei ist das Produkt zweier G-Algebren A und B die Algebra aller 
- derjenigen Elemente von A ® B, bei denen es gleichgültig ist, ob G auf dem ersten oder 


‘dem zweiten Faktor operiert. Die kommutativen G-Algebren bilden eine Untergruppe 
_—A,(k,G). Hier soll nun die Faktorgruppe _A(k, G) = Alk, G) [| A,(k,G) untersucht 
werden. Im ersten Abschnitt sind ein paar einfache Tatsachen über abelsche Gruppen 
zusammengestellt, im zweiten wird die Struktur abelscher Algebren betrachtet, und im 
dritten gelangen wir zu den gewünschten Aussagen über _A(k,G). 


1. Die endliche, abelsche Gruppe G sei additiv geschrieben, und M sei irgendein 
Modul. Eine isotrope Bilinearform x auf G (d. h. (oc, co) = 0 für alle o€G) mit Werten 
in M heiße hier einfach Paarung. Die Paarungen von G in M bilden eine Gruppe /I/(G, M) 
mit der Addition 


(R, + 7%) (0, 7) = nı(e, 7) + n,(a, 7). 


Lemma 1. M sei als trivialer G-Modul aufgefaßt. H®?(G, M) bedeute die übliche zweite 
Kohomologiegruppe und H%(G, M) die Untergruppe derjenigen Klassen, deren Elemente 
symmetrisch sind (c,. = c,.). Dann ist H?(G, M)/H$(G, M) zu II(G, M) kanonisch 
isomorph. 


Beweis. Zu jedem Kozyklus c bilde man € durch €,, =c,.. Weil G abelsch ist 
und auf M trivial operiert, ist € wieder ein Kozyklus. Setze c=c—.c. Die Klasse [ce] 
hängt nur von der Klasse y = [c] ab und kann mit y bezeichnet werden. Der genaue 

2) NATO Science Fellow. 

2) Siehe auch die in [1] und [3] aufgeführten Arbeiten von Hasse. 
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Kern des Homomorphismus y—y ist H5(G, M). Für einen Kozyklus ce addiere man die 
Relationen: 


u RE Co, go = 0, 
Co,o ie, Czo,0 + C,,00 ERS Ce 2% 0, 
Bu Cz,o + Cor,o ER C.,ro + Cor =. 
Es ergibt sich: ec, .. = €. + €r,.: Da c,, == 0 trivialerweise gilt, ist c € II(G, M). 


Um zu zeigen, daß sich alle Paarungen so erhalten lassen, zerlegen wir G in eine 
direkte Summe von Zyklen: G=Z,®:--®Z,. Eine Paarung z sei gegeben. Für 


o=a+''+0,r=7r+'' +7 (o,rE€Z, setzen wir c,,= Z&n(o,r,). Man 
ı1>7 
verifiziert sofort, daß c ein Kozyklus ist. Nun ist z(o, 7) = I r(o,7T,) =c,,—cC,.- 
i+j ; £ 


Ist M = Z, der Modul der ganzen Zahlen modulo /!, wobei ! der Exponent von G 
ist, so schreiben wir einfach /1(G, Z,) = /II(G). Jedes rn € II(G) definiert einen Homo- 
morphismus von G in die Charaktergruppe G. Ein Homomorphismus 0:G>G heiße 
isotrop, wenn ((0)) (0) = 0 ist für alle o. 

Das folgende Lemma ist sofort klar. 


Lemma 2. /I(G) ist isomorph zur Gruppe der isotropen Homomorphismen von G 


in G. Diese sind umkehrbar eindeutig den nicht-entarteten Paarungen auf Untergruppen 
von G zugeordnet. 


Schließlich soll noch gezeigt werden, daß die Existenz einer nicht-entarteten 
Paarung x € II(G) die Gruppe G zu einer ganz bestiinmten Struktur zwingt. Ähnlich wie 
bei Vektorräumen gilt nämlich auch hier: 


Lemma 3. x € II(G) sei nicht entartet. Dann ist G direkte, n-orthogonale Summe von 
bizyklischen Gruppen, G=B,1B,1::- ı B,, auf denen n auch nicht entartet ist. 


Beweis. Induktion. G kann offensichtlich nicht zyklisch sein. Es siG=Z®W, 
Z ein Zyklus der maximalen Länge /!. Wir setzen B=Z + W+, wobei W: das Ortho- 
komplement (bezüglich x) von W bedeute. Man sieht sofort: Wı &Z, WınZ=0. 
Daher ist B bizyklisch, und x auf B ist nicht entartet. Es folgt: B+ B!=BeB:. 
B hat Erzeugende z,y mit nz(z,y) =1. Für o€G ist z(o,y)e— n(o,2)y€ B und 
o— nlo,y)x + n(o,x)y€ Bt, also G= B»Bi. Da rn auf B! nicht entartet sein kann, 
ist nach Induktionsvoraussetzung B! = B, 1° ı B,.. Setze B=B.. 





2. G wird jetzt wieder multiplikativ geschrieben. A=A,®:''® A, sei eine 
G-Algebra, A, einfach. Ist G, die Untergruppe aller o€G mit oA, = A,, dann wird das 
Paar (A,,G,) eine Kernalgebra von A genannt. Ganz allgemein gilt A=1r,4,8--®1,A,, 
wenn T,,...,7;, ein Vertretersystem modulo G, ist; aus der Theorie der induzierten Dar- 
stellungen folgt nun, daß A durch eine Kernalgebra (A,,G,) bis auf Isomorphie bestimmt 
ist. A heißt kerngaloissch, wenn A, eine G,-Algebra ist. (Dann ist auch jeweils A, eine 
G;-Algebra.) 

Bekanntlich [1] haben alle kommutativen G-Aligebren diese Eigenschaft. Wir 
zeigen nun 


Lemma 4. G sei abelsch. Dann ist jede G-Algebra kerngaloissch. 


Beweis. Nach dem Krull-Schmidtschen Satz über die eindeutige Zerlegbarkeit 
gewisser Moduln in unzerlegbare bilden die Klassen äquivalenter Darstellungen von G, 
über k eine additive Halbgruppe. Wir betrachten jetzt die gegebene G-Algebra A nur 
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als G,-Modul. Dann ist mit obiger Bezeichnung r,A, = r,A, für alle i, da G abelsch 
ist, also Au rA, = A, + "+ A, (r-mal). Für die Gruppenalgebra gilt aber auch 
k[G] & rk[G,]. Daher ist A, = k[G,] als G,-Modul. 

Nach diesem Lemma dürfen wir uns auf die Untersuchung einfacher G-Algebren 
beschränken. Es sei fortan G eine abelsche Gruppe. 

A sei eine einfache G-Algebra mit dem Zentrum K. Dann ist X/k normal mit der 
Gruppe G/H, wobei H die Fixgruppe von K in G ist?). 


Satz 1. A ist eine H-Algebra über K. Der Exponent l von H ist prim zur Charakteristik 
von k, und K enthält die l-ten Einheitswurzeln. Auf H ist eine nicht-entarteie Paarung 
ae II(H) eindeutig bestimmt. 


Beweis. Zuerst zeigen wir: Der Fixbereich von 4 in A ist K. Dazu betrachten wir die 
G-Algebra A’=A ® k über dem algebraischen Abschluß k von k. Es ist A’=A\ 98: 9A} 


mit A! = A’e,, wobei e,,...,e, die minimalen Idempotente von K ® k bedeuten. Wegen 
k 


der Normalität von Ä/k gibt es Vertreter r,,...,7, von G/H derart, daß re, = &; 
ist. Insbesondere ist H genau die lokale Gruppe von A,. Daher ist A| nach Lemma 4 eine 


H-Algebra; der Fixbereich von H in A, ist ke,, der von H in A’ also K 2 k. 


Nun seien a,€ A(c€ H) so gewählt, daß a,xa,' = ox ist für alle x€ A. Die a, sind 
bis auf Faktoren aus K bestimmt. Die Paarung x(o, r) = a,a,a,'a,' (man beachte: 
a,a,a,,.' € K) liegt daher eindeutig fest. z(o, r) = 1 gilt genau dann, wenn oa, = a, ist; 
also ist nach dem Vorangehenden x nicht entartet. Daraus folgt schon, daß X eine zyklische 
Gruppe der Ordnung / enthält, wie behauptet. Schließlich sei 0: H > H der nach Lemma 2 
durch x definierte Isomorphismus. Setzt man a, = a,.., für jedes x € H, so bilden die 
a, eine Faktorbasis im Sinne von [1] für A über X. Da K[H] halbeinfach ist, folgt: 
A= K[H)] als H-Modul. 

Als Gegenstück zu Satz 1 brauchen wir noch die Umkehrung einer Teilaussage. 
A sei eine einfache Algebra, auf der G als Automorphismengruppe operiert; es wird 
nicht vorausgesetzt, daß A G-Algebra ist. X und H bezeichnen wieder das Zentrum von A 
und dessen Fixgruppe in G. Dann gilt 


Lemma 5. K/k sei normal mit der Gruppe G/H, und A sei H-Algebra über K. Dann 
ist A eine G-Algebra über k. 


Beweis. Wir bilden A’= A, ®:'-® A; wie im Beweis zu Satz 1. Wie vorhin folgt, 
daß rze, = e; ist für ein Vertretersystem r,,...,r, vonG/H. Es sei b€ A ein Element, 
welches eine Normalbasis von A/K liefert, d. h. {ob|o€ H} sei über K linear unab- 


hängig. Dann ist {obe, |o € H} über ke, und {tbe,|r€G} = U rıfobe, |o € H} über k 


linear unabhängig. Also hat A’ eine Normalbasis und ist deshalb G-Algebra. Nach einem 
Satz von Noether-Deuring bleiben aber inäquivalente Darstellungen von G. auch bei 
Grundkörpererweiterung inäquivalent. Es muß daher schon A eine G-Algebra sein. 


3. Zu jeder Erweiterung des Grundkörpers K/k erhält man einen natürlichen 
Homomorphismus —1(k, G)> _A(K,G). Dieser ist injektiv; denn eine Algebra wird ja 
nicht dadurch kommutativ, daß man ihren Grundkörper erweitert. Für hinreichend 


®) G/H läßt sich in die Automorphismengruppe von K/k einbetten. Zu zeigen ist: (@:H)>(K:k), 
Si AQDk= A), ®---®A, wie im Beweis ‚zu Satz 1. @ permutiert die A; transitiv, also auch die s einfachen 
Komponenten des Zentrums K®k von A®k. Daher ist (G:H) > s. 
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großes K ist aber _A(K, G) isomorph zu der endlichen Gruppe IT (G, K); das müssen 
wir jetzt zeigen. Die einzige, allerdings unwesentliche Schwierigkeit liegt darin, daß X [G] 
nicht immer halbeinfach ist. 
I sei der Exponent von G, und X enthalte die !-ten Einheitswurzeln. Ferner bezeichne 
K den algebraischen Abschluß von K und G, die Gruppe derjenigen Elemente von G, 
deren Ordnung prim zur Charakteristik von K ist. Insbesondere ist _A(K,G) = _A(K,6) 
und //(G, K) = II(G,). Für jede Untergruppe H <G gibt es eine natürliche Einbettung 
_1(k, H) <_A(k,G): Die Kernalgebra einer H-Algebra werde einfach zu einer G-Algebra 
erweitert. Dies ist die Bedeutung der vertikalen Pfeile in folgendem kommutativen 
Diagramm: 
_A(K,G) > _A(K,G) 
Pr; t 
—A(K,G)> _A(K,G,). 
Alle vier Abbildungen sind injektiv. Es gelten nun: 
Lemma 6. Die Abbildung _—A(K,G,)> _A(K,G) ist bijektiv. 
Lemma 7. Enthält der Körper L die l-ten Einheitswurzeln, so ist A(L, G)Z>II (G,). 


Aus diesen Lemmata ergibt sich die Bijektivität aller Homomorphismen des 
Diagramms. Daher folgt: 


Satz 2. _A(K,G) = II(G,). 

(Die diesem Isomorphismus zugrunde liegende Zuordnung G-Algebra > Paarung 
kann aus Satz 1 unter Berücksichtigung von Lemma 2 abgelesen werden.) 

Zum Beweis von Lemma 6 sei (A, H) Kernalgebra einer G-Algebra über K. Da K 


keine eigentlichen abelschen Erweiterungen zuläßt, ist A zentral einfach. Nach Satz 1 
ist daher H<G,. Lemma 7 folgt sofort aus Lemma 1; denn nach Hasse [1] gilt 


A(L,6,) & H2(G,, L) 9). 


Nach dem Bisherigen ist _A(k, G) isomorph zu einer Untergruppe von /T (G,). Als 
untere Abschätzung ihrer Größe kennzeichnen wir zum Schluß noch die Primteiler der 
Ordnung von _A(k, G). Für eine Primzahl p bedeute k, den kleinsten Oberkörper von 
k, dessen multiplikative Gruppe einen p-Zyklus enthält. Wir setzen 


(k,„:k), p + Charakteristik, 


v(k,p) = oo, p = Charakteristik. 


Satz 3. p ist genau dann Teiler der Gruppenordnung A (k,G): 1), wenn es folgen- 
den Bedingungen genügt: 

1) Die p-Sylowgruppe von G ist nicht zyklisch. 

2) G enthält ein Element der Ordnung v(k, p). 


Beweis. G enthalte eine bizyklische Gruppe B=Sx T mit den Erzeugenden o 
und 7 (0? = 1? =) und einen Zyklus R der Ordnung »(k, p) mit der Erzeugenden o. 
Wir betrachten die verallgemeinerte Quaternionenalgebra A über k,, die von Elementen 
u, v mit den Relationen: ur = vv =1, vu = {uv erzeugt wird, wobei Z€k, eine pri- 
mitive p-te Einheitswurzel ist (wegen »(k, p) < oo ist p + Charakteristik von k). A ist 


“) Da L[G@,] halbeinfach ist, hat jede @,-Algebra A eine L-Basis { a, |xe 6} mitoa, =x(0)a, (0€G,) und 
0,0,= 6, „Ay, (C,,„€L). A ist durch den Kozyklus e bis auf Isomorphie bestimmt. 
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zentral einfach über k, und wird durch die Festsetzungen u = ve! =L, u!=- 1-1 
zur B-Algebra. Man identifiziere jetzt R mit der Gruppe von k,/k und fasse A als Algebra 
über k auf. Der Automorphismus o von k,/k besitzt eine natürliche Fortsetzung auf die 
zerfallende S-Algebra k,[u]< A; ferner setze man ov = v. So wird GL, = BxR eine 
Automorphismengruppe der Algebra A/k; nach Lemma 5 ist diese eine G,-Algebra. Nun 
ist aber das Produkt BR<G direkt, weil v(k, p) < p ist, und somit G,<G. Der Kern- 
algebra von A ® k ist die durch x(o, rt) = £”! bestimmte Paarung auf B zugeordnet; 
daher hat auch A modulo _A,(k,G) die Ordnung p. 


Umgekehrt sei A eine nicht-kommutative G-Algebra, deren p-te Potenz abelsch 
ist. Weil es genügt, die Bedingungen (1) und (2) für Untergruppen von G zu beweisen, 
kann man gleich annehmen, daß A einfach ist. X sei wieder das Zentrum von A, H seine 
Fixgruppe. Nach Satz 1 ist A eine H-Algebra über K. Ferner wissen wir, daß die Ordnung 
der Klasse A€_A(k,G) gleich der Ordnung der Klasse A € _A(K, H) ist. Diese ist aber 
durch eine nicht-entartete Paarung auf H bestimmt. Deshalb muß eine nicht-zyklische 
p-Gruppe sein. Außerdem enthält X den Körper k,, G/H also ein Element der Ordnung 
v(k, P)- 


Literatur 
[1] H. Hasse, Die Multiplikationsgruppe der abelschen Körper mit fester Galoisgruppe, Hamb. Abh. 16 (1949), 
29—40. 
[2] 0. Teichmüller, Verschränkte Produkte mit Normalringen, Deutsche Math. 1 (1936), 92—102. 
[3] P. Wolf, Algebraische Theorie der galoisschen Algebren, Math. Forschungsberichte III, Berlin 1956. 
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Möbius Transforms of Reynolds Operators 


By John Boris Miller at Canberra (Australia) 


Abstraet. Certain Möbius (i. e. bilinear) transformations map Reynolds operators to Reynolds operators; 
to wit, those under which the systems of coaxal eircles through 0 and 1 is invariant. Conversely, in appropriate 
eircumstances, the only holomorphie functions which map Reynolds operators to Reynolds operators are these 
Möbius functions and possibly also certain compositions of Möbius and power functions. This is because of the 
way in which the point speetrum of a Reynolds operator is disposed on the eireles of the above coaxal system. 


1. Notation. Regular Reynolds operators and derivations 
We use the following notation: 
A is a Banach algebra, in general non-commutative, over the complex field. 


B(N) is the Banach algebra of bounded linear transformations mapping W into X, with 
identity E. 


E(A) isthe class of closed linear transformations with domain and range in W, and having 
non-empty resolvent set. 


For KEE(N), the (extended) resolvent set, speetrum and point spectrum of K 
are respectively the following subsets of the extended complex plane: 
Res (K) = {A: (AE— K)”' exists as an element of B(A)}, 
Sp(K) ={A: AE— K has no inverse in B(AW)} 
PtSp (K) = {A: AE— K is not one-to-one}. 
The domain of K is written D(K). We sometimes write R(A, K) for (AE— K)"'; 
it is an element of B(N). 


Bya Reynolds operator we shall mean a transformation T in&(W) having the property 
(1.4) (E + T)(Tx- Ty) = T(Tx-y-+x: Ty) (all x, yE D(T)) 


It is assumed that D(7) is a subalgebra of A, and contains the range of 7, which is 
necessarily also a subalgebra. Linear operators satisfying (1.1) on particular (not 
necessarily normed) algebras, and subject to additional restrietions, have been investigated 
in some detail; references to the literature are given in [1], [2], [4] and [5]. 


By a derivation we shall mean a transformation D in E(X) with the property 


(1.2) D(zy) = Dz:y +2x:Dy (all 2,yE D(D)). 


It is assumed that D(D) is a subalgebra of X. An example of a derivation is the commu- 
tator C, of an element aE€E W, defined by C,x = ar — xa; C,„E BA). 

We are concerned in this paper with aspects of the problem of generating Reynolds 
operators. One source of Reynolds operators is from resolvents of derivations; we have 
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- 


Theorem 1. /f D is a derivation with domain D® in U, and A € Res (D), ihen 
(1.3) T=AAME—D)" = AR(A,D) 


is an inversible bounded Reynolds operator on A with range D. 


Conversely, if T is an inversible bounded Reynolds operator on A with range D, then 
for any complex ), 


(1. 4) D= ME — T) 


is a derivation with domain ®, and ) € Res (D), so that (1. 3) holds. 

Here by ‘inversible’ we mean, of course, one-to-one. The formal algebraie connection 
between inversible Reynolds operators and derivations can be considered well-known; 
see for example [4]. The theorem states this connection in a form appropriate to the 
present eircumstances. It will suffice to prove the second part; the proof of the first is 
similar. Suppose therefore that 7 has the stated properties and that D is defined by 
(1. 4); its domain is clearly ®. HH a,bED, write T"a=xr, Tb =y. We have 


Da:b +a:Db = Al2ab— T’a-b—a- Tb) 
AR2Tx-Ty— (x: Ty + Trx-y)) 
= M2Txr- Ty— T(E +T)(Tx- Ty)} 
by (1.1) 
= M\E— T")(ab) = D(ab). 

This theorem characterizes the bounded Reynolds operators whose resolvent set 
eontains O0; in later paragraphs we are concerned with Reynolds operators for which 0 
lies in the spectrum. 

Suppose that D is a given derivation, and write (1.3) as 7, = A(AE— D)". It 
is easily verified that the Reynolds operators determined by two numbers } and u in 
Res (D) are related by 
—1 


Tı= T,(L (E—T9 + T,) 


This is a particular case of the following theorem. 


Theorem 2. /f T is a Reynolds operator and o€ Res (T), then the operator 


45) .,=-ke—- UwE—T'T- ( (ET) + r\ Tr 


is also a Reynolds operator, with the same domain as T, and is bounded; also 
(eE— NT = T(eE— N)", 
the latter operator belonging to B(N). 


Proof. The last statement is obvious, since ®D(7) contains the range of AR(o, T) 
for any TEE(N). Let a,bED(U,) = D(T), and write 


(E— TJ’a=x, (E—T)"b=y. 





Then z,y€ D®(T), and 
U,a = ((— 1) (eE— T)" Ta = ((—1)T(eE—T)"a = (e—1)Tx, 
and similarly U,b = (oe — 1) Ty. We have 
U,a-b +a: U,b— U,a: U,b 
= (e — 1) {Tx - (ey— Ty) + (ee — Tex): Ty—(e—1) Tx- Ty} 
= (o—1){o(Tx-y+x- Ty— Tx- Ty) — Tx- Ty}. 
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This belongs to D(T), so that 
U (U,a:b +a: U,b— U,a: U,b) 
= (e—1)’(eE —T)"{eTx- Ty— T(Tx: Ty)} 
by (1.1) 
= (e—1)?(Tx- Ty) = U,a: U,b. 
Thus U, is a Reynolds operator; and it is bounded, for 
U =—(e—NE +0le—1) (eE— N“. 
Later we shall need 
Lemma 1. If TEB(W), then || T— U, ||>0 as |o|>. 
Proof. T— U,=(saE—T—(e—1)E)(E—T)"T 
= (E—T)(eE—T)"T. 
The result follows. 
Let o = »/(®—1) be a complex number. Theorem 2 states that th> Möbius func- 
tion M, given by 
(1. 6) M.(2) = (e— 1) z(e — 2)" = z(z +o(1 — 2))", 


which is holomorphic except for a simple pole at the point z=o, has the prop- 
erty of mapping every Reynolds operator whose spectrum does not contain o to 
a Reynolds operator. Here we shall define M,(T) to mean (o — 1) T(oE — T)"', so 
that M,(T) € B(W). The rest of this paper is concerned with the question: What functions 
besides M, map Reynolds operators to Reynolds operators ? We give a partial answer 
in Theorem 3, below. 

To give a meaning to f(T) when f is a more general function and TEE(N), we 
use the operational calculus due to A. E. Taylor!). Let A be an open subset of the extended 
complex plane, and f a function locally holomorphice on A. If T belongs to E(W) and 
Sp (T)< A, we define f(T) by 


a.n IT) = Bft) E +; | It) Ale, N); 
e 


here /' is an appropriate set of closed rectifiable oriented Jordan curves lying in A and 
enclosing Sp (7); and ö is 1 or 0 according as /’ contains oo in its interior or not. So 
defined, f{TJE BA). IE TEB(N), then we can assume the case ö = 0. 


The spectral mapping theorem for this operational calculus says that, in the above 
circumstances?), 


(1. 8) Sp (/{T)) = (Sp (N)), 
and, for the fine structure of the spectrum, 
(1. 9) f(PtSp (7T) \ {oo}) = PtSp (f(T)) = f (PtSp (7)) v {f(oo)}- 


(For the latter inclusion it is assumed that f is not constant on any component of A 
containing points of Sp (T).) For TEB(A), (1.9) is replaced by 


(1. 10) PtSp (f(7)) = f(PtSp (T)). 


1) See [3], Section 5. 11, or [6], $5.6. 
2) [3], Theorems 5. 12.1 and 5. 12. 2. 
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2. Point speetrum of a Reynolds operator 


Let 7 be a Reynolds operator on X, and let « € PtSp (7), so that for some ve, 
u+0, we have Tu = «au. Put z=y=u in the Reynolds identity (1. 1). Assuming 
«+0, we get Tu? = «(2 — «)""u?, and more generally, 


& 
5) WB —— n , = ...Js 
(2. 1) Tu & + n —aıan 1 “ 1, 2, 
Write 


. EB. DE Arupn 
(2.2) La (=); 
if u" #0, &, belongs to PtSp (7) and has u" as a corresponding eigenelement. The points 
«forn=41,2,... all lie on the circle which passes through 0,1 and «& and is given 
parametrically by 
Ba Seen (oo <t<so). 
art — at e 
As t increases from 0 through 1 to ©, z moves from 1 through « to 0. If u is nilpotent, 
x gives rise in this way to a finite set only of additional eigenvalues; but if u is not 
nilpotent and & + 1, there is an infinite sequence {«,} of eigenvalues, starting at x and 
accumulating on the circle at 0. We introduce some notation and terminology to describe 
this interesting situation. 


Definition 1. The symbol © will denote a (0, 1)-circle, that is, a circle in the complex 
plane passing through the points 0 and 1; for any $ = 0, 1, ©, stands for the (0, 1)-circle 
passing through the point ß. The real axis will be counted for this purpose among the 
(0, 1)-eircles. 

A (finite or infinite) sequence {a„} of eigenvalues of a Reynolds operator 7‘, deter- 
mined as in (2.2) by an eigenvalue « + 0,1 (with a corresponding non-nilpotent eigen- 
element in the infinite case), will be called a (finite or infinite) spectral sequence for T 
started by &; ©, is called its spectral circle. 


Suppose that f is a function which maps Reynolds operators to Reynolds operators. 
The speetral mapping theorem shows that f maps PtSp (7) to PtSp (f(7)) (with one 
possible exceptional point); since both these sets are disposed in some fashion on spectral 
circles when T is a Reynolds operator, one might conjecture that f in fact maps every 
(0, 1)-circle to a (0, 1)-circle, and so is a Möbius function. Certainly M, of (1.6) maps 
(0, 1)-eireles to (0, 1)-cireles. In Theorem 3 we state and prove a result of this kind, which 
is however weakened in some respects. In the first place, to show that f maps (0, 1)-circles 
to (0, 1)-circles it is necessary to use the accumulating property of the infinite spectral 
sequences, so we have to require the existence of Reynolds operators on W having 
non-nilpotent eigenelements. In fact, we suppose that A admits such an operator 
which moreover has a spectral sequence which is ‘isolated’, in a sense to be defined. 
Secondly, the eircle-mapping property (which is deduced only for a neighbourhood of 0) 
does not exclude certain compositions of Möbius and power transformations which arise 
when the mapping f is not conformal at 0, and further algebraic argument from (1. 1) 
is necessary to consider ihe admissibility of these functions. This matter is discussed in 
$5, but left unsettled. 


Though the details of the proof of Theorem 3 need careful treatment, the idea 
behind the argument is simple. We consider the image f(©) under f of an isolated spectral 
circle ©; if this is not a (0, 1)-eircular arc near 0, spectral points on it give rise to infinite 
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spectral sequences near but not on f(©), thus vitiating the assumption that © is isolated, 
A continuum is then found of such circles, which map to (0, 1)-cireles near 0, and its 
existence forces f to be of the required form. We begin with some preliminary remarks 
on conformal mappings. 


3. Lemmas on conformal mappings 


The first result embodies a particular form of the well-known fact that a conformal 
mapping is locally approximately linear. (In fact, since the mapping z — f(z) is not required 
to be conformal at z = (0), it involves rather more.) 


Lemma 2. Given that f is holomorphic in some disc neighbourhood W ={z: | z| < ö 
of 0, with a zero at z = 0, consider the mapping z— f(z) of W to another neighbourhood {(W) 
of the origin in the z-plane. Suppose without loss of generality that ö is so small that 1 $ {(W), 
and f and f’ have no zeros nO <|z| <ö. 

Let [(@ nm W) denote the image of a (0, 1)-eireular arcc@ nW, and let © denote that 
(0, 1)-eircle which touches [(© n W) at 0. Either (i) the point set f[(© Ä W) coincides with 
© in f(W), or (i) Ornf(@ NW) does not accumulate at 0, i. e. there is some neighbourhood 
N of 0 containing no points of @ rn f{© rn W) other than 0. 


Proof. Suppose that © n W is given parametrically by 


(3. 1) = — — (>) 


say, for some «. Then f{(® n W) is given parametrically by 


z=f(A(t)) (t >t,). 


In order to specify the points of @ n f(© n W) more easily, it is convenient to make 
the transformation z— £ where 


(3. 2) PT 


This is conformal except at z = 1: under it, © and © go to lines ! and l through Z = 0, 
and f{(®© n W) to an arc y, given parametrically by 
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Let the resolution of F into real and imaginary parts be F(z) = ®(z) + i/P(z). The 
slope of l is 


._ P(A(t)) 
m = lim ———., 
t> © D(A (t)) 
Thus the points of In y (and hence those of © n f{© "W)) are given by those values 
of t(>t,) for which 
(3. 3) md (A(t))— P(A(t)) = 0 (if m is finite) 
or 
D(A(t)) = 0 (if m = +). 
Assume first that m is finite, and consider the function G defined for a complex 
argument s=o +ir by 


G(s) = (m +) F (A (+) 


G(s) has real part U(o,r) =m®(A(1/s))— Y(A(1/s)). Since G is holomorphie on a 
dise A, containing s = 0, U has continuous partial derivatives of all orders near s = (0), 
and U(o,0) is equal to the sum of its Maclaurin series. 

Now suppose that Z = 0 is a limit-point of In y‚\.e o=0( is a limit-point of 
zeros of U(c,0). By Rolle’s theorem, it is also a limit point of zeros of all partial deri- 
vatives U®(o,0) of U with respect to o, and so 

U(0,0) = U1(0,0) = UY(0,0) = =, 
the sum of the Maclaurin series for U(c,0) is identically zero, and thus U(o,0) = 0 
when o +i0 is in A,. Now 4, is the dise | A(1/s) | < ö; therefore (3. 3) holds for all 
t >t,. That is, the situation (i) in the statement of the lemma occurs if (ii) does not. 

If m is infinite, we write instead G(s) = F(A(1/s)) and then continue as before. 

The next lemma is the means by which we deduce from the circle-mapping property 
the form of the function. 

Lemma 3. Let f and W be as in Lemma 2. Let U denote one of the two open connected 
regions bounded by |z| = Ö and two (0, 1)-eircles © and ©". 


If the mapping z—f(z) sends every arcce © nW in U to another (0, 1)-circular arc, 
then | has the form 


(3. 4) f(z) 


zk 
Fol) 


for some complex constant + 0, k being the order of the zero of fat z=0. 


ud 


r 














Figure 2 
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Proof. Make the transformation z> £ by (3. 2), from the z-plane to the Z-plane. 
The eircles ©’, ©’ and © go to lines !’ !’’ and ! through £ = 0, the disc W to a disc W, 
and the set U to a set U, (see Figure 2). 


The transformation z— f(z) determines a mapping {> H(£) of U, into the £-plane, 
namely 





ih ee 

1— 2 1 — f(z) 
or h 
(I) 





> = H(}). 





1/5) 


Here H is holomorphie on U, and {> H(£) maps line segments from 0 to line segments 


from 0. Therefore, given « in the wedge bounded by /’ and !” with | «| = 1, there is a 
uniquely determined £ with || = 1 such that one may write 
(3. 5) H(at) = Bu 


with t and u real and positive and sufficiently small; and & being given, this equation 
determines a one-to-one correspondence between it and u: u depends upon t and a. 
Again, since there are no zeros of H’(£) in U, (a consequence of 1$/(W)), H deter- 
mines a conformal mapping. The conformal property of preservation of angles implies 
that all cireular arcs in U, with centre £ = 0 go to circeular arcs with centre £ = 0. There- 
fore u remains fixed in (3. 5) iftis fixed and « allowed to vary: u is in fact independent of «. 


Thus by differentiating (3. 5) with respect to t, and also with respect to «, we get 


xH'(at) = = t{H' (at) u. 
Therefore 
t du ad 
er As 3 a real non-zero constant k, 


and so u = at*, ß = ba, and H(£) = w'* for some non-zero constant w. Since H is 
holomorphic on W,, k must be a positive integer. From the definition of H we obtain 
(3. 4). 

Finally, we need the following simple property of the Möbius mappings M, defined 
by (1.6). 


Lemma 4. M,„(©.), the image of ©, under z> M,(z), is distinct from ©, if and only 
if x is not real. M,(©.) and M,(©,) are distinct if and only if x and A do not lie on the 
same (0, 1)-circle. 


Proof. It will suffice to prove the second part. The cases where one or more of the 
(0, 1)-eircles are the real axis can be treated separately, so suppose otherwise. A point 
of M,(©.) is («— 1) «(x — «)"', and M,(©.) = M;(©,) if and only if this point lies 
on M;(©,). Now M;,(©.) is 





Re Y _A—-1a« 
Bere ren (t real), where y = ze, u 
Thus the condition is that 
«—H)a_ Yy 
x»——a 0 y+t—yt 


for some real ti. This reduces to A = x(x + — xt)", i.e. A€E©,. 
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4. Special Reynolds operators 


To use the results in the preceding paragraph, we need to single out a special class 
of Reynolds operators. 


Definition 2. A spectral circle © of a Reynolds operator $ will be called isolated 
if it carries an infinite spectral sequence, and if there are two (0, 1)-circles © and ©” 
on either side of © and an open connected set U, bounded by arcs of ©’, ©” and 
some circle |z| = e, such that U contains no points of PtSp (S) other than those on ©. 

A Reynolds operator for which there is at least one isolated spectral circle will be 
called special. 

It is not evident, of course, that a given algebra VA admits any special Reynolds 
operators. If it admits one, then it will be seen that it admits infinitely many. The results 
to follow assume that A admits a special Reynolds operator, and we do not examine 
the implications for X of this requirement. 

We come to the crucial lemma. 

Lemma 5. Suppose that A admits a special Reynolds operator S. If f is such that 

(1) f is holomorphic on an open set A containing 0 and Sp (5), with a zero at 0, and 
is not constant on any component of A which contains points of Sp (S), 

(ii) f(S) is a Reynolds operator, 
then f maps every isolated spectral circle © of S to a (0, 1)-circle, at least in some neigh- 
bourhood of 0; that is, there is a disc W = {z: |z| < ö} such that [(O nW) is a (0, 1)- 
circular arc. The disc W does not depend upon ©, or even upon S. 


Proof. By (i), there exists some dise W on which f satisfies the requirements of 
Lemma 2. 

Let © be any chosen isolated spectral circle of $. Let ©’, ©’ and U be as in Defi- 
nition 2, so that © carries all eigenvalues of $ in U, including some infinite spectral 
sequence & = &, &, &,... which accumulates at 0. The curve f(© rn W) is defined, 
and by the spectral mapping theorem (1. 9) contains a sequence of points f(x.) (n=1,2,...) 
belonging to PtSp (f(S)) and also accumulating at 0°). Let © be the (0, 1)-eircle which 
touches f(© n W) at 0. 

Assume that f(© mn W) does not coineide with © n f(W). By Lemma 2, there is 
some disc neighbourhood N of 0 containing no points of On f{(O rn W) other than 0. 
Consider the open subset Q of N bounded by f(©’ n W) and f(®©” A W). Q may co: 'ain 





Figure 3 


3) We can assume without loss of generality that f(x) + f(») for n=1,2,.. 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 








14 Miller, Möbius Transforms of Reynolds Operators 


certain points of PtSp(f(S)) other than those on f(© n W), including perhaps f(oo); 
but if so, they will not have 0 as a limit-point, by the definition of an isolated spectral 
circle, and we can diminish the radius of N until: [*] the only points of PtSp(f(S)) in @ 
lie on f{(@ WW). It is also clear that, after shrinking N still further if necessary, we can 
draw two (0, 1)-circular arcs ©“ and ©”* such that their intersections with N lie in Q 
and such that f{(© n W) (and therefore ©) lies between them. 


Let # be an element of PtSp(f(5)), say f(x„), lying in N. The circle ©; carries 
the spectral sequence {f,}. Now this sequence accumulates at 0: for since $ is special, 
we have Su = «u for some non-nilpotent element uEeW, and then Su” = «„ur, 
f(S) u” = f(a„) u" = ßu” (by (1.7)), so that $ has a corresponding non-nilpotent 
eigenelement and the sequence {ß,} does not terminate. Since 8 does not lie on ©, the 
circles ©, and © are distinct, and since f{© n W) touches © at 0, there is a neighbourhood 
of O0 in which f{© rn W) meets ©; only at 0. But ©; lies between ©“ and ©*“, and so 
© N lies in @. Therefore: [**] there are in Q@ elements ß, of PtSp (f(5)) which do not 
lie on f{©O "W). Thus the assumption (ii) of Lemma 2 leads to the mutually contradictory 
statements [*] and [**], and hence the lemma implies that (On W) =©r f(W). 


We can now state and prove our main result. 


Theorem 3. Let f be holomorphie on a connected open set A of the complex plane con- 
taining 0, where f(0) = 0, and let f be non-constant on A. Let A admit a special Reynolds 
operator S belonging to B(A), such that Sp (S)< A. 


Suppose f has the property: f(T) is a Reynolds operator if T is a Reynolds operator 
in B(A) with Sp(T)< A. Then f must be of the form 


(4.1) ft) = frl2) = Zr en 


for some positive integer k and some complex constant w. 


Proof. Let a disc neighbourhood W be chosen for f, as in Lemma 2. 


Since 5 is bounded, its resolvent set contains some neighbourhood of &. Let 
#»€ Res (5). By Theorem 2, M,„(S) is also a Reynolds operator, in B(W). Suppose that © 
is an isolated spectral circle for $S; then M,(©) is easily seen to be an isolated spectral 
eircle for M,„(S) (If Su = xu, then M,(5) u= M,(«) u; therefore M„(©) certainly contains 
an infinite spectral sequence.) Thus M,($) is also a special Reynolds operator. 


We now show the existence of a set of special Reynolds operators 7, having iso- 
lated spectral circles which fill a double crescent and all satisfy Sp (7,)< A. It is known 
that Sp (7) is an upper semi-continuous function of T, for TE B(N)*). Thus there exists 
an e>0 such that Sp (T)< A for every TEB(W) for which || S— T || < e. So by 
Lemma 1, there is a positive number K such that Sp(M,(S))<4 if |x| >K. Draw any 
ray from the origin, not along the real axis, and take on it and outside |z| = K some 
segment L with end-points x,, %,. For x€L, T,= M,„(5) is a special Reynolds operator 
such that Sp (7,)< 4: therefore, by Lemma 5, f(M,(©) " W) is a (0, 1)-eircular are. 
Lemma 4 shows that the circles M,(©) for different values of x are distinet, and clearly 
they fill the double crescent region between M, (©) and M,„(©). We can therefore apply 
Lemma 3, and conclude that f has the required form on W, and so throughout 4. 


Clearly the proof of the theorem does not require the ‘Reynolds-preserving’ hypoth- 
esis on f in the full force with which it appears in the statement: it would suffice merely 
that the f(7,) were Reynolds operators. 


4) [3], Theorem 5. 2. 3. 
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The theorem would be improved if $ were not required to be bounded, but merely 
closed, inasmuch as this would be less of a qualification on W. It is clear from the proof 
that if A admits a special Reynolds operator in E(W), then it admits such operators T,, 
which are bounded, and a sufficieney of them. However, it is not obvious that A admits 
such operators for which Sp (7,)< 4, since the device used in the proof to ensure this 
does not seem to extend to the case of S unbounded. 

We next identify fx(7). Write hı(z) = (z* + w(1 — z)*)". 


Lemma 6. Let TEE(NA), and suppose that Sp(T) does not contain any of the k 
roots of * + w(1 — 2)" = 05). Then (T* +w(E— T)*)", hı(T) and fı(T) exist and 
belong to B(W), and 


(4. 2) hı(T) = (T* + o(E — TYJ", 
(4. 3) f{T) = T*(T* + @(E — T)*y". 


Proof. If T is bounded, the lemma is a straightforward deduction from the ope- 
rational calculus for B(W). If T is unbounded, more care is necessary; we resort to two 
theorems of A. E. Taylor governing the use, in conjunction with the operational calculus 
for E(W), of polynomials in an unbounded operator®). It is clear that Ah.(T7) and (7) 
exist in B(N). By the first theorem, since h, has a zero of order k at , 


(T* + w(E— TJ*)hı(T) = Pr (hr(z)) 'hr(z) R(z, T)da=E. 
By the second, if zE D(T) then u 
h(T) (TE +w(E— T)*k)z = (TE +o(E— Te) h(T)z =. 


Thus (4. 2) holds. By the first theorem also, 
1 
k FE ke ie „k - - ww. 
ThAT) = 5 | Mo) Re, Te = et). 
Tr 


So (4.3) holds. (In the excluded cases (4. 2) holds, but fx(7T) may be undefined.) 


5. Admissible values of & 


There naturally arises the question: Is it true in Theorem 3 for every positive 
integer k that fs maps Reynolds operators to Reynolds operators? We know from 
Theorem 2 that k = 1 is admissible, in this sense. It can be shown that k = 2 is not, 
as follows. 


Suppose that 7 and f,(7) are both Reynolds operators. Applying (1.1) to fx(7) 
(wite (7 +o(E— TJ'z=a, (TT+w(E— TJJ'y=b) we get the identity, 
which is independent of w, 


(E— T)k (T*a - Tb) = T*{T%ka - (E— Tjtb +(E— T)*a - T*b} 
(all a,bED(T)). 
When k = 2, this gives 


(E27 + T?) (T?a- T2b) = T{T2a-b+a- Tb—2(T2a- Tb+Ta- Tb) +2 T?a- T2b} 
— T%(T?a-b +a-T2b)—2T(E + T)(T?a- T?b) +2 T?(T2a - T?b) 


5) We exclude the cases where k is even and ® = —1, and where k is odd and » = 1, for which there are 
only k— 1 roots. We also exclude the trivial case » = 0. 
®) [3], Theorems 5. 11.3 and 5. 11.4. 


3* 
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(E + T?) (T?a - T?b) = T?(T?a-b +a- T?b) (all a,bED«T)). 
Therefore if k = 2 is admissible, 7? is a Reynolds operator when 7 is, and hence z? has 
the form fx(z) for some k and w, which is impossible. 
For the case k = 3, a more laborious calculation leads to 


(E—T) {(E + T°) (T%a - T°b) — T°(T%a:b +a-T°b)} = 0 (all a,bED(T)), 


so that 7? is a Reynolds operator if T is one and if 1 $ PtSp (7). Suppose an $ exists 
in Theorem 3 for which 1 $ PtSp (S); then it follows from the proof of the theorem 
that 2° has the form f,(z) for some k and w, which again is impossible. 


I am unable, so far, to settle the admissibility of general values of k. 


Acknowledgment. I must thank Mr P. Daniell for drawing the diagrams. 
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An Addition Theorem for the Associated Legendre Functions 
By B. E. Johnson at Exeter 


1. Introduetion 


f (9,, 91), (9, 9.) are two systems of polar coordinates on the sphere 
F=®°+y+2z2°=1 in R® then, for any positive integer n, r"P# (cos 9,) e"", 
r"P" (cos ®,) e”®, (m =—n, —n +A1,...,n), where the P} are Legendre polyno- 
mials, are solutions of Laplace’s equation in three dimensions. It follows from the 
completeness of these systems that each P}(cos ®,) e'"", can be expressed as a linear 
combination of the functions P! (cos 9,) "(| =—n, —n +41,...,n). The coefficients 
in this expansion have been obtained by Gelfand and Sapiro [3], $7. In the case m = 0 
an extension of this theorem to all complex values of n is given by the addition theorem 
for Legendre functions (see [2] p. 168), which states that 


Er a 1 +@® ; 
Pur +y@®—iy®r—icop)= 2 P,”(u) Palme” 


the expansion being valid for R(u) >0, R(v) >0. 
The object of this paper is to extend this theorem to the associated Legendre 
funetion P? (m integral). In doing so certain coefficient functions are introduced which 


themselves satisfy an addition theorem. In the case R(n) = — % these functions are 


used in the representations of the 2x 2 real unimodular group [1]. 


2. The funetions ch” 


The formulae used here become undefined if n takes certain integral values. In 
all these cases the expressions, considered as functions of n, have removable discon- 
tinuities and, for such integers, are defined by their limiting values. 


We define 


. I(n—1-+1) EEE ee __41ntm 
1) co wm 2 zlya+12+ 7a —1)* 
[6 





x (Ya—1 2+ Yu +1)" "az 


where 


(i) m, are integers and rn is a complex number. 
(ii) # is a complex number not on the half line (— , il. 
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(iii) Ya: +1, Y u u — 1 here as elsewhere in this en denote the principal values 


1 A and Vet 
Ya+ı + Yan — Var 2 
(iv) The nth root is defined by writing 


[GR HT 24 Ya—a) YaZT 24 YaHI) en) 


n—1, 47T 
(+) e =) (1+ 4 z)" 
=(“„+1 <r’ / +1 
and taking the principal value of each of the roots on the right. The integrand is then 


defined continuously on the z plane cut along the segment from 0 to SE & 4 and 
u 


the half line —)/ “+ & (> 0). 
B— 


(v) Cisa circle on ie cut z plane containing the finite cut. 
. ui In—m+I1) ım ’ ' 
It follows from this definition that eve ch”(u) is an analytic function 
of u, for u not on (— ©, 1], and of n. 


If R(u) > 0 we have 
(2) um (Yu +1 2+ Ya—1)"+” (Ya—ı z+ Yu ip 
+2 Ia—m+Ii), 4 
nt Tan en 
la+ti1l| 
|a—1l 





Al. 
the series being convergent for EZ |? <|z|i<| 


for u and z in a compact subset of this set. 


|? ° and uniformly absolutely 
Replacing z by 2”! and m by —m, the left hand side of (2) is unchanged so that 


(3) en 2) 1m Sn. 
I(n—1!-+1) T(n+i+1) ” 
Writing the left hand side of (2) as 


uf n—m 
nm +1) fi a—i 2") PT 3) 
2"(# +1) ( +V# Er (1 +24) ’ 


expanding by the binomial theorem, rearranging and equating powers of z, we get 


mn at+l" (a—1\sem 1 
(4) d le) F(-m—n, I—n; I—m +1; =) 


where, for negative integral values of p, (pl!) "F(a,b; p +1; w) is taken as 

















[— pP)!” ala +1) (a—p—1)b(b +1) (b—p—1) w? Fla—p, b— p;1—p; u) 


(see [2] p- 102 formula (19)). The relationship (4) holds for all values of u not on (— ©, 1] 
and shows that c;”(4) is an entire function of n. IE I— m is an even integer the values 
of ch” on either side of that part of the cut in the « plane between —1 and +1 are 
the same so that the cut need only be along (— ©, —1). We see from this formula 
that we could consider non integral values of l and m. 
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Using 
Fla,b;c;2) = (A — 2) "?Fle—a,c—b;c;2) 
we have 


hm hei we... 


From this and (2) we have 


o a TEE Tr el TEE Een un 
+ © I(— BE m) i 
Ten en (u )2. 
Using 
F(a,b;c;2) =F(b,a;c; 2) 
we have 


a” u co” we 
CGombining this with (3) we get 


om In ++) In—m+i) 


u I(n—l!+1)T(n+m+1) n 
Comparing (4) with the expression for the Legendre function in terms of the hyper- 
geometric function (equation (14) of [2], p. 124) we see 
o=P. 
ae = P-®. 
Many of the formulae developed in the theory of the Legendre functions can be 
generalised to the c;” functions, in fact the author does not know of any formula which 
fails to generalise. 


It follows from (4) that c;” = O if and only ifn is an integer andl<nandm<n 
orifl<—n andm2 —n. 


3. The addition theorem for ch” 
Let now u, v be complex numbers with R(u) >0, R(») >0. If 



































—1)(r—1) +1) +1) |} 
oo rer en 
then, since 
1 |v—i la+1lt 
Dis 
and 
ee 
| Tvo]|»—1} 


there exists a number o common to the intervals 


ee RR En, Iua—1 


„el 











Mr) 


la+1| ’Ia—1 


Hence 


2” w(Yr +1 +1 zw +yr—1)"+" (Yv—ı zw +y» +4 Pr 
_.#% Ta—m+i) m 
= 2, Ta-ızn “zu 
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and 
Yn+1 (— 2) ——1 (Ya +17 zi+ Ya—1 n su —1 (— Yan — Es 4 zZ” 1 ı Yu +1 yr | 
T k 
- EN er" 
- Tn—ı) 
the series converging uniformly absolutely for |z| = e. Multiplying these expressions, 
dividing by z and integrating round the circle C determined by |z| = o we get, since 





In—m+41)T—n—k Fa 
(—1)' T(n — I 1) 71-5 ni h(u)ch (») 
a Ia— m +1) T’an—k)Tn—Ii+N)Tn+k+i) FITAPTTR 
ach TIn—-I+DPf—n-YDTn—-k+U)Tna+irnN u)" o), 





that 


m tr Yua—1z — Ya +1) + (ya +12 — Ya—1) ——1 


x(Yr +1 zw +Y» —1 tv —1 zw +Yyr +1)" md. 
_Tn—m+1) PR 
a er ip P} (u) C&”(v) u. 
Transforming the integral by the substitution 
_Yu+1t+ e+y Br —1 


zZ MEERE 
Va—tc+ya+t 
it becomes 


1 


—n sn ——1 
2ri s 
ce 


w" 


x NRFÄVRT ur aa) 04 WaÄVFER wer ah Wann 


Writing 
i= s a—_i1Y$— 1 ya 
=w+zYVu Y» (w+ w”) 


the eircles | w| = constant are mapped two to one outo the ellipses with foci at 
uv +Yyw®—1 yr—1, the circle | w| = 1 being mapped onto the segment joining 

} j A (“—1)(»— 1) ]+4 
these points, on = Air WDR F iy 
Ben er +2 = 
EID6—5 corresponding to A =1. The annular region deter- 
mined by (6) is thus mapped two to one onto an elliptical region in the A plane containing 
the point A =1 and whose boundary contains the point A = —1. It follows that the 
set of points w corresponding to values of A in (— oo, 1] does not disconnect the annular 
region and that no points in the region correspond to values of A in (— x, —1]. 

We shall also write 





corresponding to A = —1, and the 





points w = — 








YR?—1o, =vy@—1 FI + Ww+ nF —1 Tut (“—1)yRr —1 uw" 


and 


yvr—1 o, = uyr—1 +0 -NyR To +0 + ya —1 ww, 
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We then have 
MD) Yattyr+twtyYa—iyr—1)c+(Ya—tyYr +1 w+ryYa+1yr—1) 
_ 2uya—IlyaHt zo, + yaT) 

Yatiyr—1w+ ya—ıyr +1 











and 
(Ya+ıyr—1 w+ya—Ayr +1)c+ (Ya—1yr—tw+ya+i1yr+1) 
2uya+1(Ya—ı to, +YA+1) 
 Yuartyr+i w+yYn—1 yr—ı 





the product of these expressions being 
2wo,'(YA+1 Co, +ya—1)(YyA—1 to, +y2+1) 
and their quotient 
ot (VAHT to, +yaZI) YA—T to; +YAHT)-, 
so that the integral becomes 


En 
2ni 
R 


gta" (Varta, + YyA—A)tr (Ya—1 to +yAa Hi) mat 


and putting {, = hi we get 


(9) “ Br Zu u —k—1 mr "(ya+1 2%, +ya—1)"*” 
zi 
x(YA—1u +yYaHı1) "as, 
Ia—-m+i *2 „ r 
— u, ey Wi | Alu) ch” (v) W. 
The contour ra eircle. The points {, =0, o, — Vi: _ FE 
correspond to 2 = en ö A +1 ‚as can be seen directly, and toz = RE +1 
DV. a+i1 a—1’ »Vy,-T’ 
-z): a iR as can be seen from (7) and (8), so that C', is described in the positive 
v 





sense, contains the points 0, — J 177 but not — V +2: 7 Hence the left hand 


side of (9) differs from 
Tn—m+1) « a "\ 


For "(A ale; 


I(n—k-+i) 


by a multiplicative factor e?”'r> where p is an integer. However, since each side of (9) 
is an analytice function of w, u and », e?'r? js a constant and can be obtained by taking 
w=1, u,» real and >41. In this case ®, =1, &, =1 and £ = L,. Since the point 
corresponding to z = 1 is {, = 1 we see that the integrand in (9) is to be taken as real 
at {, =1 so that e?"irr = 1. We thus have 


Ar()otoz”— ZA!” 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 
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the expansion being valid for R(u) >0, R(») >0, w in the annular region defined 
by (6) and A, a, » not real and < 1. The series converges uniformly absolutely for w, 
u, v confined to compact subsets of these regions. If the difference k — m is even no 
restriction need be placed on A. If n is a non negative integer, k<n and m 2 —n or 
if n is a negative integer, k < —n and m > n, then the series is finite. 


If m = 0 we get 


Pia £ cm Pi) W 
I=—o 


which is the addition theorem for the function PH. 
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Über die Klassenzahl imaginär-quadratischer Zahlkörper 


Von Dieter Pumplün in Münster (Westf.) 


Herrn Professor Dr.Hans Petersson zum 60. Geburtstag gewidmet 





H. Hasse beweist in [1]!) den folgenden Satz (vgl. [1], S. 115, Satz 39)2): 


It K = P(y— f) ein imaginär-quadratischer Zahlkörper (P sei der Körper der 
rationalen Zahlen), dessen Führer f genau zwei verschiedene Primteiler p + 2, g enthält, 


so ist die Anzahl + der Klassen im Hauptgeschlecht von K durch 2 teilbar oder nicht, 


je nachdem (4) = 1 oder —1 ist. Man kann das auch so ausdrücken, daß unter den 


obigen Voraussetzungen für die Klassenzahl k von K 


(1) h = 1—(2)mod h 


gilt, wobei (2) wie üblich das Legendresymbol bezeichnet. Im Anschluß an den Satz 


bemerkt H. Hasse, daß ihm eine Verallgemeinerung für den Fall, daß f mehr als zwei 
verschiedene Primteiler enthält, nicht gelungen ist. Die Kongruenz (1) ist eine Verall- 
gemeinerung der wohlbekannten Tatsache (vgl. z. B. [2], S.389, Va und S. 395, V b), 
daß für die Klassenzahl k der quadratischen Zahlkörper, deren Diskriminante durch 
genau eine Primzahl teilbar ist, die Kongruenz 


(2) = 1 mod 2 


erfüllt ist. Für den Fall, daß die Diskriminante eines imaginär-quadratischen Zahlkörpers 
durch genau n verschiedene Primzahlen teilbar ist, n > 2, weiß man nur, daß für die 
Klassenzahl h 


(3) h = 0 mod 2"! 


ist (vgl. [1], S. 50, Satz 12 und [3], S. 179, Satz 132), ein Ergebnis, welches schwächer 
als die Aussagen (2) und (1) fürn = 1, 2 ist. Das Resultat (3) ist daher sehr unbefriedigend, 


!) Mit eckigen Klammern wird auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit verwiesen. 


®) In seiner Arbeit „Über die Anzahl der Klassen binärer quadratischer Formen von negativer Determi- 


nante‘“ (Acta Mathematica 19 (1895)) gibt A. Hurwitz in anderem Zusammenhang einen elementaren Beweis für 
diesen Satz. 


4* 
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und es ist nicht einzusehen, warum für n > 2 nicht ebenfalls Aussagen über den Wert 
von h mod 2" gemacht werden können, bzw. warum man in diesem Fall mit (3) vorlieb 
nehmen muß. Im folgenden werden Verallgemeinerungen von (1) und (2) für beliebiges 
n bewiesen. Da auch für reell-quadratische Körper, deren Diskriminante genau eine 
Primzahl enthält, die Kongruenz (2) richtig ist, ergibt sich auch in diesem Fall die Frage 
nach einer Verallgemeinerung. Der Beweis von Aussagen, die den unten aufgeführten 
Sätzen analog sind, gestaltet sich im reellen Fall sehr viel schwieriger, da bei reell- 
quadratischen Körpern die Klassenzahl durch die Klassenzahlformel mit der Grund- 
einheit verbunden ist. Da man jedoch die Kongruenz (1) auch im reellen Fall beweisen 
kann — man hat lediglich anstelle der Klassenzahl } die Klassenzahl im engeren Sinn h* 
zu nehmen (zur Definition von h* vgl. [3], S. 179) — und man auch andere spezielle von 
den weiter unten aufgeführten Kongruenzen übertragen kann, hoffe ich, daß es mir in 
absehbarer Zeit gelingen wird, auch für reell-quadratische Körper, deren Diskriminante 
genau n verschiedene Primteiler enthält, den Wert von h* mod 2” zu bestimmen. Der 
Beweisgedanke der im folgenden bewiesenen Sätze ergab sich bei dem Versuch, eine 
Arbeit von H. Petersson [4] zu verallgemeinern. 


Bevor wir mit den Beweisen beginnen, empfiehlt es sich, zur besseren Formulierung 
der Aussagen einige Bezeichnungen einzuführen, die dann im folgenden immer festgehalten 
werden. Die Buchstaben p und g bedeuten immer ungerade Primzahlen. Ist n eine natür- 
liche Zahl, so setzen wir &, = {l,2,..., rn} und bezeichnen mit & immer eine nicht leere 
Teilmenge von «,. Für ganzes x sei 


z—1 


(— 1) 2 ‚wenn x = 1 mod 2, 


Kur): = 

0 sonst. 
Für ungerades ganzes x setzt man x*: = xy,(x) und definiert damit für ganzes x 
En 1 
4 n wi 

1a): = (— 1) ‚ wenn x = 1 mod 2, 

0 sonst, 
a: = Xaka- 


Bezeichnen wir für einen Restklassencharakter y den Führer mit f(x), so sieht man, daß 
Xı, Xs und %, Restklassencharaktere mit den Führern f(x.) = 4, f(x) = f(7) = 8 sind. 


Im folgenden seien die g, ungerade Primzahlen, 1 <»<n, u: = 1 q, und 
vl 
f: = ?u mit a =0,2,3. Man setzt 
n +1 füra #0, 
if): -| 


»n Mea=0, 
und 


m: = Dog, xl): (2), 
ea 


Ma 


wobei (+) das Jacobische bzw. das Kroneckersche Symbol bedeutet. Ferner schreibt 


& 
man abkürzend: 


Zei u Yaaı Dual = Kakar Ku: = Kalar Las: = Kale- 
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J 


Ist m eine natürliche Zahl und x ein Restklassencharakter, so sei 
8x m): = I (1 — xp), 


wobei /I hier und im folgenden bedeutet, daß das Produkt über alle Primteiler p von m 
p/m 
zu erstrecken ist. Definiert man für natürliches k und ganzes x 


1 für (x,k) =1, 


) (x): —_ 
0 sonst, 


so ist y offenbar der Hauptcharakter mod k. — d bezeichne immer die Diskriminante 
eines quadratischen Zahlkörpers; ist d/f, d.h. |d| = 2m, mit a = 0, 2, 3, so sei 

x. füra=0, 

X, füra=2, 


Xx,8 für Xı(m,) i sig d a; +1 ’ 





| %u,s für zum,) sig d = —1. 


h(d) bedeute immer die Klassenzahl des Körpers P (ya) ‚wobei P der Körper der rationalen 
Zahlen ist. Mit 1: = f-|d|”" setze man 


X: = Xayı 


und für natürliches m und Restklassencharakter x 


m 


S(x,m):= 2 x() ». 


„= 


_ 


Mit diesen Bezeichnungen beweisen wir zuerst zwei leichte Hilfssätze. 


Lemma 1. Sind m und k zwei teilerfremde natürliche Zahlen, so läßt sich k in der 
Form k = 2@t schreiben, wobei t ungerade und quadratfrei ist und a = 0,2, 3, und ist y ein 
Restklassencharakter mod m, welcher nicht der Hauptcharakter ist, so gilt 


S(xyr, mk) = kg(x, k) S(x, m). 


Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach den Primteilern von ti geführt, 
und der Faktor 2° wird gesondert behandelt. Sei p also eine ungerade zu m teilerfremde 
Primzahl. Wir können dann aufspalten 


S(xy,, mp) = Sı — 95, 
wobei 
mp mp 
S:= 2205 Si Sal). 


j=0 modp 


Zur Berechnung von S, schreibt man j=u +Am,1<Susm, OsAsp—1, und 
erhält 


m /p—1 p—1 
5,=2 (z, x(u) u tum 3 ) = pS(x,m), 


u=l 
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da x = y,. ist. Und da trivialerweise 


5, = px(p) S(x, m) 
gilt, so erhält man 


S(xy,, mp) = pg(x, p) S(x, m). 


Ebenso leicht errechnet man, daß, wenn « +0, 


5 (X Ye, 2"m) = 2°g(x, 2°) S(x, m) 
ist, und hat damit das Lemma bewiesen. 


Lemma 2. /st d die Diskriminante eines imaginär-quadratischen Zahlkörpers und 
gilt d/f, so ist 


Ss N = UBER N: 


Beweis. Der Beweis ergibt sich leicht aus Lemma 1 zusammen mit der Klassen- 
zahlformel für imaginär-quadratische Zahlkörper (vgl. [2], S. 387, (2a)). 


Für die nun folgenden Beweise erweist es sich als zweckmäßig, eine Gruppe von 
„Signaturvektoren‘ einzuführen. Zwei Elemente der Menge 


E,: = fe: e = fe,,-. ‚2 ,= +1 für 1<»v<n} 


heißen gleich, wenn sie in allen Komponenten übereinstimmen. Sind e,e’€ E,, 
e=(&,:.:.,8),e = (&,..., 8), 80 sei 


ee: = l(eE,-- 8,8). 


Man sieht sofort, daß E,„ unter dieser Verknüpfung eine abelsche Gruppe der Ordnung 
| E„ | = 2” mit dem Einselement e,: = (1,1,...,1) wird. 


Satz 1. Geht 2 genau zur zweiten Potenz in f auf, so gilt: 





Una + ED + 2 EN = A —n(d) HD mod ze, 


d+—3,— 
wobei wie üblich die Eulersche Funktion bezeichnet. 


Beweis. x(j): = (U), Ki); - - -» Xn(j)) induziert offenbar einen surjektiven Homo- 
morphismus der primen Restklassengruppe mod f auf E,,,, und es gilt daher 


/ 
S:= 5 jist offenbar eine natürliche Zahl, und da außerdem aus x(j) = e,noch y,(j) =1 
j=1 
u)=% 
und damit j = 1 mod 4 folgt, so erhalten wir 
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Andererseits ist 
/ n 
art1.8 = 2 iv) +20) I 0 +%U)) 


djj,d < 
d+—3,—4 


fe 
2 


denn für d > 0 gilt y$(—1) = 1 und damit $(y}, f) = 0. Da S(y,, f) = ist, er- 


halten wir aus Lemma 2 


ar. ID _ Fan +) 1. 8a, N hld) 


2 an 
+ —3,— 
und daraus 
ze == En A mit Ö: = 1 — ps (f) 
und 
.-_ 2 PN 2ER | 5, 2 
4:= 94H ri N +3 ande 8 N h(d). 
+—-3,— 


Wie man sofort sieht, sind A und die ersten drei Summanden auf der rechten Seite 
= () mod 2”"!, also ist auch die Summe auf der rechten Seite = 0 mod 2”, und man 
bekommt: 


4=— (1 ED 4 spe au un + cn FUN hä mod". 


Es ist also wegen (4): 
(5) ab z A= 3% Kl = (—1)? u mod 2"+!, 
da 4 = () mod 2”! ist. Berücksichtigt man 


& ei = (£) a mod 2"+! 


und multipliziert (5) mit x, (2): so wird 


4 
l f ef) Je n+i1 
£ (x. (z)4 + ) = 0 mod 2+ 
und wegen £ = 1 mod 2 


a ö Bi en n+1 
A=—(—I) (2) mod 2"*, 
und das ist die Satzbehauptung. 


Satz 2. Geht 2 genau zur dritten Potenz in f auf, so gilt: 


DD A-uMeas»N+ 2 8. Nhl—m,) 


m,=—1 mod4 
Mm. +3 


+ 2 glas D h(—8m,) = 0 mod 2", 


m, = —i mod4 
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IM) gr» +A— NER N + 2 8% Nhi—m,) 
m, = —1 mod4 


+ 2 El Dim) = HD mod 2, 
m, =1 mod4 
m) „&, 8 Da) + DA W)es, N 
443,4 
0 _ LEO mod zur 


Hier und im folgenden bedeutet 3 immer, daß über alle nicht leeren Teilmengen 


& <a, zu summieren ist. 


Beweis. (1). Ähnlich wie beim Beweis von Satz 1 setzen wir für ganzes j 


und 
/ * 
Ss. j 
j-1 
yug)=% 
und rechnen leicht nach, daß 


3 Bar S(y,; N + - S(x}, N + - S(Xa.s: N; 


m, = —1 ınod4 m, = —1 mod4 


oder, nach Lemma 2, 


is NM _ u lea, N 
I 2 gi Nh—m)—I 2 8x. Nh(-8m,) 


m,= —1mod4 m, =1mod4 
m. #—3 
ist. Setzen wir nun wieder ö: = 1 — y,(f) und 
ED a, N+ EZ Ka Mm) 
n„=— mod4 
m. +3 
+3 2 ElXas: N h(—8m,), 
"= 1mods 

so erhalten wir: 

n+lc _ ce DER ja: 2 

2rIS = 35 4 oder 2"°8 3.54. 


Wir wollen nun den Kongruenzwert von S mod 8 berechnen. Wie man sofort sieht, 
induziert y) einen surjektiven Homomorphismus der primen Restklassengruppe ®, auf 
E,„;ı und, wenn wir den Kern von 4 mit &() bezeichnen, ist 


X: 8y)>E, 


Be ER dan < ie ati na 





ana al m ne rn 
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ebenfalls ein surjektiver Homomorphismus. Nun folgt x,(j) =1 aus y(j) = &,, d.h. 
j= +1 mod8, und man hat j =1 mod8 dann und nur dann, wenn x,(j) =1 ist. 
Es gilt also: 
l / 
Ba & ;j RE on 
j-1 j=-1 


y)=e% yG)=&% 
j=1 mod8 j=-—1 mod8 


also 2"? S = 0 mod 2"+! bzw. A = 0 mod 2"*', und das ist gerade die Satzbehauptung. 
Die Behauptungen II und III werden völlig analog bewiesen, indem man bei II 
die Abbildung 
30): = (Ki), Kl), - - Xi) 
und bei III die Abbildung 


t): = (UN), KU) KW: > u) 
benutzt. 


Satz 3. /st f ungerade, so gilt 


= a +1 — UN) 
auf.d <o (1 Yz ()) g(x_;, f}) mod 2%. 
+ 


Beweis. Mit z(j): = (Xı(j), - - -» Xn(j)) setzt man wieder 
/ 
S:= 2 j 
j=1 
I) =% 


und erhält die Behauptung, indem man $ wie in den vorhergehenden Sätzen ausrechnet. 


Aus Satz 1 bis 3 ergibt sich als Nebenergebnis sofort die Kongruenz (3), für die 
somit ein Beweis mit elementaren Mitteln gegeben ist. Auch die Aussagen (1) und (2) 
sind spezielle Fälle dieser Sätze. Hat man z.B. {=p'g,p,g Primzahlen >3 mit 

= —gq = 1 mod 4, so liefert Satz 3 


pa +1—(P\nt-q) = 0 mod 4, 
also wegen h(—g) = 1 mod 2 
kp) =1 -(2) mod. 


Es wäre sehr schön, wenn man aus den Rekursionsformeln der Sätze 1 bis 3 einen ge- 
schlossenen Ausdruck mod 2% für die Klassenzahl R(—f) berechnen könnte, der dann 
natürlich ein ganz rationaler Ausdruck in den Charakterwerten sein müßte. Das ist mir 
zwar in dem Fall gelungen, daß alle Primteiler von f ungerade und = —1 mod 4 sind, 
doch ist der dabei entstehende Ausdruck so unübersichtlich, daß ich darauf verzichte, 
ihn an dieser Stelle aufzuführen. Es seien jetzt noch einige Aussagen als Beispiele an- 
gegeben, die sich aus Spezialisierungen der Ergebnisse der Sätze 1 bis 3 ergeben: 


Sind die drei Primzahlen ,>3, 1<»<3, und g = —1 mod 4 für 1<»<s3, 


ren = (= {2)) fl) -ke))e-(e) 
+) -(R))mun 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 
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Im Fall, daß , >3 für1 s»<sS3, aber gg =, = —q; = 1 mod 4 ist, erhalten wir 
92 9ı\ Yı 92\ 
an) 
u | Fre r ) r | 9293 n 
“bee 
93 93 


Es ist vielleicht noch der Beachtung wert, daß Kongruenz III von Satz 2 eigentlich 
mehr ist als eine Verallgemeinerung der Resultate (1) und (2); wie die folgenden Beispiele 
zeigen, handelt es sich bei dieser Kongruenz um eine nichttriviale Relation mod 2%! 
zwischen den Klassenzahlen der verschiedenen imaginär-quadratischen Körper; sie ist 
keine Rekursionsformel wie die übrigen Kongruenzen. 


Ist q eine Primzahl mit g = —1 mod 4 und g >33, so liefert III aus Satz 2: 
14 — N) 
h(—89) + — xsld)hl—g) + +79) = 3 — 5 mod 8, 
ist dagegen die Primzahl qg > 3 aber qg = 1 mod 4, so erhalten wir: 


hi—8g) + ht—4g) + (1 -- ug) = — IE) mod 8. 
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Über die Darstellung holomorpher Funktionen 
durch Weierstraß- und Weierstraß-Stieltjes-Integrale 
Von AR. J. Nessel in Aachen 





1. Einleitung 


Es ist Aufgabe dieser Arbeit, mittels eines komplexen Umkehroperators notwendige 
und hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daß eine in einem endlichen oder un- 
endlichen Intervall a < x < b definierte Funktion f(x) als Weierstraß- bzw. Weierstraß- 
Stieltjes-Transformierte dargestellt werden kann. 


Dabei verstehen wir unter der Weierstraß-Stieltjes-Transformation einer Funktion 
u(t) die Funktion 


ER BR bea...5 
(1.1) f(x) = Var f exp| % 


du(t) 





für alle x, für die das Integral einen Sinn hat. Entsprechend wird die Weierstraß-Trans- 
formation einer Funktion Ft) definiert durch 


u 2 
(1. 2) f(x) — "20 f exp I- dt er 





Yan e 


für alle x, für die das Integral konvergiert. Es sei immer vorausgesetzt, daß u(t) eine 
Funktion von beschränkter Variation und F(t) eine Lebesgue-integrierbare Funktion 
in jedem endlichen Intervall ist. Weiterhin sei #(t) normiert für alle t. 


Eine Reihe von Eigenschaften der obigen Transformationen ergeben sich aus ihrer 
Verwandtschaft mit zweiseitigen Laplace-Transformationen. Wir haben für die Weierstraß- 
Transformation den Zusammenhang 

1 d 1? 
(1.3) f(—2x) exp [x?] = —— exp [—xt] : exp — —-| Ft)dt. 
Var 4 


—-o© 





2 
Rechts steht die zweiseitige Laplace-Transformierte von exp - 7\ F(t). Daraus folgt 


für die Weierstraß-Transformierte f(x): Der Konvergenzbereich ist ein Intervall. Ersetzt 
man die reelle Variable x durch die komplexe s = x + iy, so ist das Konvergenzgebiet 
ein vertikaler Streifen der komplexen Ebene [6, p. 238]. Mehr noch, jede Weierstraß- 
Transformierte, die in a < x < b konvergiert, ist in dem Streifen a < Re(s) < 5 auch 
holomorph [6, p. 240]. Entsprechendes ergibt sich für die Weierstraß-Stieltjes-Trans- 
formation. 


5* 
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Gilt die Darstellung (1. 1) sogar unter der Bedingung 











(1.4) [ exp tr |dult)| < © (a<z<h), 
so folgt 3% 
y® 
. 7a 2 (1a)? 
Se iR 
Ke+inIs—— Jr |1u0) |, 








y° 


also f(x + iy) = 0 (exp 7 )) wobei diese Beziehung sogar gleichmäßig in jedem 


abgeschlossenen Teilintervall von (a,b) gilt. Denn mit a<e<r<sd<b ist 


(De 


nz] fol ]1a01+ Fenl- EZ | au |< © 





{+} 


f exp 


—@ 


((— 2) 


4 


t? 


\du(t)| = exp 7 


exp | | | dudı) | 











Be 
2 




















—-o@ 


gleichmäßig in ce<x=<d. Die so ermittelten Eigenschaften, die von jeder Weierstraß- 
Stieltjes-Transformierten unter der Nebenbedingung (1.4) notwendig erfüllt werden, 
sollen zur Definition der folgenden Funktionenklasse dienen. 


Definition. Eine auf einem Intervall (a, 5) definierte Funktion f(x) gehört zur 
Klasse A (a, b), wenn sie analytisch in die komplexe Ebene in einer solchen Weise fort- 
gesetzt werden kann, daß gilt: 


4) f(x + iy) ist holomorph in dem Streifen a<x<b; 
2 
2) fe + iy) = o(exp &£)). |y|> ©», für jedes z in a<xz<b und gleichmäßig 
in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b). 


Gilt dagegen die Darstellung (1.2) unter der Bedingung 


(1.5) ferl-7-ıro1a< 00 (a<xı<b), 


oo 


so folgt unmittelbar aus dem Satz von Riemann-Lebesgue: 


f(z + iy) = o(exp 
Mehr noch, wir haben: 





y® 
£), Iy|> ®, für a<z<b. 


Lemma 1. Es sei mt s=x + iy: 


fe) = fer 


—-o© 





t—s)? 
4 








Fit) di (a<x<b), 


wobei F(t) in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbar ist, und 


(t— a)? 
4 











exp 








Fit) 








< oo (a<ı<b). 
1 
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2 
EN) |y]> », gleichmäßig in jedem abgeschlossenen 


Dann git f(x + iy) = olexp ? 


Teilintervall von (a, b). 
Beweis. Wir führen den Beweis für den Fall y— + oo durch, für negative y folgt 
er entsprechend. Es ist 









































SE BR FOREN DR. 1 FRA CH De iyı 
I = exp 4 f(z + iy) = exp 9 | [er|- eu F(t) exp u "| 
. 4 nr p) 
= — exp Pa... [ er|— Bee F(t) exp|— 2 (1+")|« 
> 4; 4 
ice iäsy d a (2 — (2r)/y)® 27 iyt 
= — exp Du [| = er - rlt— y "exp 9) je. 
Mithin ist 
ni a FEN 2 | 
|2/|s fie Pl nes a] r0—en|- ( .— |r(—2%)l«. 
4 4 ft WA 
Da exp |— E- Ey 7 | rweL, (— ©0, oo) ist für jedes zina<x<b, strebt das Integral 


auf der rechten Seite für y— oogegen Null für jedes zina <x<b. Es bleibt die Gleich- 
mäßigkeit der Konvergenz in jedem abgeschlossenen Teilintervall zu zeigen. Dazu sei 
a<cszsd<b. Dann ist 


| 


ars [er] 


Salt 


Wie bei der Weierstraß-Stieltjes-Transformation folgt: 


a zn =| | IE e: z | 





ki FQ—r(—")|a 





ta) 
en 








exp 7 





ea lan a 


I,< exp 














Fo — F(r—*)|at 
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Das erste Integral geht gegen Null für y— oo, da exp 





BE kun | rer, (io, 


ist, während das zweite umgeschrieben werden kann in 


-4+ 211 
Pi. . | t zü e | di = - [me y)dt. 


4 





1? = [I F@|\exp 
Nun gilt lim h(t;y) = 0 für fast alle t, dazu 
v>o 


2n\? 
1 — 1447) 


Ku SIr@lep| "7 + Kram |- r 


2r\? 
| Fit) |exp Bahr: 


((—d + k) 
rn 








(t 


<exp I— —ı | | Fit) |exp 











50-0 


exp |— | Fit) | exp 








2 ‘ 
7 | für e<a und alle y>5 = 





 . 
17% IF) | für t>d. 


Dabei ist k >0 so gewählt, daß a <d— k<bunda< _; = c, ist. Es ist daher 


h(t;y) durch eine Funktion beschränkt, die für y >y, unabhängig von y ist und in 
L,(— ©, oo) liegt. Also gilt nach dem Satz von Lebesgue über majorisierte Konvergenz: 


lim fhlt;y)d=0. 
vr no 


Daher folgt: lim 77 = 0, entsprechend lim n=0, also lim I,=0 gleichmäßig in x 


y—>© 


ine<sxz<.d. Weiterhin ergibt sich wie bei der Abschätzung von ];: 


© SE 12 
1 [ep nn 
d? — c?] 2 
<sexp | fer: 
+ fer|— 


und z.B. für BR: 


riet 


=P+P’+RW. 








I 
I Fi |jexp 





tl 





Z\ıro\| exp 





—&(—e+2)]-1]a 
Yy | 





!+R} 





2 | 
| F@llexp 





7 g\ | d? — c 
(+5 )]-1jal en % 








4% 
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Nach Definition von ce, ist aber c, <c— e x hd < d—” <d für alle y>y,, so 
daß gilt y y y 


- ur IF] lexp -&u 4 — \ dx. 


Nun ist aber 


lim exp|— zz | Ft) I{exp mar 1) == 0) 


yo 


fast überall; also folgt aus dem Satz von Lebesgue über majorisierte Konvergenz wieder 
lim 72! = 0 und entsprechend lim 7? = 0 gleichmäßig in e<x<d. Um 7} abzu- 
vo 


vr» 


schätzen, ist für alle y > y, entweder 


0 <ex #(2-1-°)]-15e "dn|-1 
= P|y\ y a P|y‘ ) 


0<s1—ex #(@-:-#)]<1— = a9]. 
= PP, y)| = p y ) 
In jedem Falle ist also für c, <t<dund y >yı: 
| n 7 | nt n 
lexpXpl— —-It—r +—])|—1|< ex = d9\— ex 26-0) 
Ko; ,( ;)! ser[y@=9 „a9 
und daher 


I? < exp - (d — 1 | exp |— (! Tu Ft) |- 


Daraus folgt lim 73? = 0 gleichmäßig in ce<x<d, womit alles bewiesen ist. 
y>o© 


Wieder wollen wir die Eigenschaften, die von jeder Weierstraß-Transformierten 
unter der Bedingung (1.5) notwendig erfüllt werden, zur Definition einer Funktionen- 
klasse benutzen. 


Definition. Eine auf einem Intervall (a, b) definierte Funktion f(x) gehört zur 
Klasse B(a, b), wenn sie analytisch in die komplexe Ebene in einer solchen Weise fort- 
gesetzt werden kann, daß gilt 


1) f(x + iy) ist holomorph in dem Streifen a <xz<b; 


2 
2) fe + iy) = o(exp|%-|), |y]> oo, für jedes x ina<x<b und gleichmäßig 
in jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b). 
Die Funktionen, für die eine Darstellung durch Weierstraß- bzw. Weierstraß- 
Stieltjes-Integrale bewiesen werden soll, werden solche aus den Klassen B(a, b) bzw. 


A(a,b) sein. Der Ausgangspunkt unserer Überlegungen wird dabei das folgende Er- 
gebnis sein. 


Lemma 2. Falls F(t) Lebesgue-integrierbar in jedem endlichen Intervall ist und das 
Integral 


1 (t — s)? 


fs) = es 7 


|rw dt 





36 Nessel, Darstellung holomorpher Funktionen durch Weierstraß-Stieltjes- Integrale 


in einem Streifen a < Re(s) < b konvergiert, gilt fast überall: 


T>oYAni 
z—iT 


a 


Beweis. Mts=xz-+iy;&=E+inunds= —2/ gilt in ax e< ng 


Vz exp [20 = he) = [expl—tu Hd, 


2 
wobei H(t) = exp 1-5 F(t) gesetzt wurde. Die Funktion A(£) ist mithin die in 


— Re(£) < 5 konvergente zweiseitige Laplace-Transformierte der Funktion AH (1), 


die mit F(t) ebenfalls in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbar ist. Also folgt 
aus dem entsprechenden (C, 1)-Umkehrsatz für die zweiseitige Laplace-Transformation 
[6, p. 244]: Für fast alle t gilt: 


E+iT/2 


Hy = lim 5; Li Feen (5 <2<-3 


zit 1 
im 15: ar zst n| 
z—iT 


- )as (a<z<b), 


woraus die Behauptung des Lemmas folgt. 


Der in Lemma 2 aufgedeckte Zusammenhang stellt nun die Frage, ob es notwendige 
und hinreichende Bedingungen an den komplexen Umkehroperator 


Bu u A 4) exp ® En ld Ada<z<)) 


Vari J T 4 
z—iT 


gibt, die uns die Existenz einer Funktion F(t) mit gewissen Eigenschaften sichern, deren 
Weierstraß- bzw. Weierstraß-Stieltjes-Transformierte gleich der vorgegebenen Funktion 
f(x) ist, d.h., ob aus geeigneten Bedingungen an den Operator (1.6) die Darstellung 
von f(x) durch Weierstraß- bzw. Weierstraß-Stieltjes-Integrale gefolgert werden kann. 

Analoga zu dem Operator (1. 6) wurden schon des öfteren in der Literatur be- 
nutzt, um entsprechende Aussagen im Falle der Fourier-Transformation [z. B. [4]] 
und der Laplace-Transformation [1] zu geben. Es soll noch erwähnt werden, daß die 
hier gewonnenen Darstellungssätze verschieden von denen in [3] sind, da dort ein anderer 
Umkehroperator benutzt wird. 


Im folgenden Abschnitt wird nun ein Satz über die Darstellung durch Weierstraß- 


Stieltjes-Integrale bewiesen, während die Abschnitte 3 und 4 die entsprechenden Sätze 
über die Darstellung durch Weierstraß-Integrale behandeln. 


2. Darstellung durch Weierstraß-Stieltjes-Integrale 


Die Frage, wann eine Funktion, die auf einem Intervall (a, 5) definiert ist, als ein 
Weierstraß-Stieltjes-Integral dargestellt werden kann, wird durch folgenden Satz be- 
antwortet. 
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Satz 1. Die Bedingungen 
1) f{@)€ A(a, b), 











































































b). | RR) _ | 
2) \eap|—- | Frl; 2) „0m 
| 
für alle T >0 und jedes feste xina<x<b 
sind notwendig und hinreichend dafür, daß f(x) dargestellt werden kann durch 
£ 'z ((— 2)? 
2.1 x) = —— exp I— —— ——| duit), 
| (2. 1) f(x) Var J p Z u(t) 
in 
wobei u(t) in jedem endlichen Intervall von beschränkter Variation und 
, F. > 
4 RE (t— r)? 
olgt F (2. 2) erpI—- | |dull)| < 
ion F ao 
* für jedes cina<x<b ist. 
i Bemerkung. Die Bedingung 2) bedeutet, daß für jedes feste x aus a<x<b das Integral 
a Ei © 
Bu o — r)2 
fer" Ir; 01 
/ bezüglich T > 0 beschränkt ist, wobei die Schranke natürlich von dem jeweiligen Para- 
meterwert x abhängen kann. 
Beweis. Notwendigkeit. Wir nehmen an, daß die Funktion f(x) die Darstellung (2. 1) 
: hat. Dann folgt aus (2. 2), daß das Integral in (2. 1) ina < x < b konvergiert, und weiter- 
dige 8! 
hin, daß f(x) zur Klasse A(a, b) gehört. Wir bilden nun mit beliebigem x in a<xz<b 
unds=xz-+iy 
© T 
- d ae | Ak The 2 
<b) Fz(t; x) = BR du (u) fü 4) exp erg —-@riy—u dy. 
An 4 
—_—o -T 
; Dabei war die Vertauschung der Integrationsordnung nach Fubini-Saks [6. p. 26] er- 
“os laubt. Daher ist 
lung FE 
u r \ ne ri (u — x)? ; |y| u—t 
be- F,it;z2) = — warn fe» wa” uyz ut) [ (1% )epli“ | dy. 
[4]] 3 a Pe . 
die E Mit 
jerer FE . u “ 
Js : ze u it sin?u , 
Br (2. 3) f | Ki) exp [iuy] dy = F a f au du=n 
-T —o® 
ätze F folgt: 
= 2 ) un 
ne B 4 = (u — r)? ih 
Frtt; x) = aT _ an: exp| Z ee: 7 Zr du(u), 
P 7) 
3; ein 
‚ be- „tms? 











exp 





| Fate) 








fe am. 
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Aus den Eigenschaften an u(u) folgt hiermit die Notwendigkeit der Bedingung 2). 
Die zuletzt vorgenommene Vertauschung der Integrationsordnung war nach Fubini- 
Saks erlaubt. 


Hinlänglichkeit. Da f(x) € A(a, b) ist, so ist die Funktion F„(t;x) für jedes x in 
a<zxz<b, für alle endlichen T >0 und alle reellen t wohldefiniert. Wir setzen 






Arlt; x) = [ Fr(u; x) du 





und betrachten ein beliebiges endliches Intervall [x, #] und einen beliebigen, aber dann 





festgehaltenen Punkt x, € (a, b). Da nach Voraussetzung 2) 





PR ko a | Frit; a) | dt < © 


ß © 
{ Ani 1 
J |dur(t;2)| < max, [exp | | J exp % 








gleichmäßig für 7 > 0 beschränkt ist, bildet die Menge {u„(t; x,)} auf [x, #] eine Klasse ; 
von Funktionen, die bezüglich 7 >0 von gleichmäßig beschränkter Variation sind. E 






Außerdem haben wir 





t— 2°] „ 
0) Fz(t; 20) | < 00 
lı 


x;2%)| < max /ex 
|ur(e; a) < max [exp 





2 I} 
Io 











gleichmäßig für 7 > 0. Entsprechendes gilt für | #„(ß; x,) |- Daher folgt aus dem Satz h 
von Helly [6, p. 29], daß eine Teilfolge {T,(x,)}x._, mit ‚im T,(&)) = ® und eine Funktion 






u(t; x,) von beschränkter Variation auf [«, ß] so existieren, daß 





‚im Arco; %,) = ult; x.) «sts@H 





gilt. Da die Funktionen u,(t; x,) für alle reellen t definiert sind, können wir es nach dem F 





in [6, p. 30] angegebenen Verfahren erreichen, daß eine Folge 





(To), mit lim T,(a) = © 





so existiert, daß 





Jim Krane; %,) = ult; x) 





nun für alle reellen t gilt. Dabei ist jetzt «(1; x,) für alle £ definiert und in jedem endlichen i 
Intervall von beschränkter Variation. Weiterhin folgt für jedes h € C[«, 8], «, ß beliebig F 





reell, aus dem Satz von Helly-Bray [6, p. 31] 


ßB 
TER 2 
(2. 4) Jim, | exp|— "7 | a9 dunyaptt; 20) 


B 
- [exp 


Dazu ergibt sich als Folgerung aus dem Satz von Helly-Bray [6, p. 32] 


En, hit) dult; x.) (a<z<b). 








22. 2 
ION BR PRATER) 


Ih 





[Ü 
FOR: 2 
fer |dult; x, |< lim 
ü ko 






















mith 


für 8 


Dabı 
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Inte; 
die | 


Dies 


da f 
und 


* oder 


Nun 


Dabı 


und 


für j 


lichen E 
liebig F 
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mithin 


F t— 2)? TE i—ı fl 
[erl—" ee |dult; 2) |< lim \op|— 3 ve .. Fran; 20) || - 


Wir wollen nun zeigen, daß für die Funktion w(t) = u(t; x,) die Relation (2. 2) 
für alle x in a<xz<b erfüllt ist. Zunächst folgt nach Definition mit 7, = T,(x,) 


2.5) u) = lim [ F (u; 2) du 
0 


Tk t 


(1 Hl )nes + iy) ıf exp (+ 2 7 I dy. 


0 


Dabei war die Vertauschung der Inte- 14 
grationsordnung wegen der Endlichkeit ı® 
der Intervalle und der Stetigkeit des 
Integranden erlaubt. Wir betrachten nun 

die Funktion 


—_ 





of exp|- -Idu. 








Diese ist holomorph in dem Streifen 


! £ 
< Reis) <b, —ıT - 





da f€ A(a, b) ist. Daher erhalten wir aus dem Cauchyschen Integralsatz für z.B.x>x, 


helft srl 
BE z+iT 2 IT z-i 


2.6) 0= + 1#J+7 bolfenl® 77 di 


z—iT ,+i7T z+i7T z—iT 
=1,+1,+1+[1.. 
Nun ergibt sich z.B. für J;: 


I wda<n,<so<ae<b 


oder 


2 Ni 
I|4|=s || exp Dar 2 exp a. du | do. 


4 2 


Dabei wurde gesetzt flo + iT) exp > 7 | < M(z,, x) gleichmäßig in u. <o<x 
| 


"E und T, da f€ A(a, b) ist. Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue gilt aber: 


t 
— u)? | 
lim [ exp 13 = exp -% T\du=0 


To 4 


. * 2 
für jedes oinz, <o<x, da exp Meer 7 m. € L,(0, t) ist für jedes feste reelle t. 


6* 
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Außerdem ist 


t | t 
fr\“® | exp|— 7 rl du |: fer 
0 0 


Daraus folgt aus dem Satz von Lebesgue über die majorisierte Konvergenz 


x t 
ä | (a — u)? iu 
fell 
% 0 


|7,|<seM(x,, x) für alle 7 > T,(e, 20, 2, t). 


(a — u)? 


4 








du € L,(z,, 2). 











du do =. 
| 


Also 


Entsprechend gilt: 
|AlseM(,, x). 


Damit bekommen wir aus (2.6): | /, + /,| < 2eM(x,, x) für alle genügend großen T, 
8: 
TT t 
im [ f(z. + ner 
3. ö 


— f(z + DIE, 


0 








(+ us 2 





(«+ 2 lau Ik 0. 


Aus der Permanenz des Cesärosummierungsverfahrens ergibt sich schließlich für alle 
a<xz<b und alle reellen t: 


i (x, + iy — u)? 
fa. + 2) exp - — — — 2 


ut ı Be ı DIE, @+ min 2| day=0. 


0 


T 


lim (1- el 
T>» 
T 











Da der erste Ausdruck nach (2. 5) für die Teilfolge 7, konvergiert, gilt nunmehr 
t 
ult) = Jim [Fr,(u; x) du (a<x<b), 
d.h. es existiert eine Funktion „(t) und eine Folge {T,}?_,, so daß u(t) = ‚im Ar,(t; 2) 


für alle x in a<x<b folgt. Damit gelangen wir für beliebige reelle «, ß und h€C[«, ß] 
zu: 









































ß ß 
2 
(2.7) Jim | exp|— - ht) dur, (t; x) = fe» 17 no du(t) 
und 
? (t — x)? . (t — x)? 
f exp|—- —z | du(t) | s lim exp | — Z 7, 
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also gilt auch 


(2. 8) Je 


Wir wählen nun die Funktion G(t) € C[«, ß] so, daß G(a) =G(ß) = 0 ist. Weiterhin 
setzen wir sie durch Null auf (— oo, oo) stetig fort und bilden die Fouriertrans- 
formierte g(y) 


(!— 2)? 


4 


x)? 
ta] uw < im ||exp|— 
k>o 











Fa) (a<xz<b). 











er 
Ei ge exp [— iyu]G(u) du. 
g(y) Vor J p [— iyu]G (u) 
Damit erhalten wir 


ß 
(2.9) f CHep|—! Ben dı 





EL Fotos ments) 


Die hier vorgenommene Vertauschung der Integrationsordnung war wegen der End- 
lichkeit der Intervalle und Stetigkeit des Integranden erlaubt. Aus (2.7) folgt dann 








ß 
(2. 10) fe» u: 





2 
»-7| 7 en. wre 


Wir setzen jetzt speziell « = — 2»; ß = 2» mit ® > 0 beliebig, aber fest und 


us u. 18 
(2.11) Gt) [9 ( 3 )exp 


0 sonst. 





4. — 20 <t<s2o 


Dabei ist y eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt nach (2. 3) 


6 ee 
ne rar en 
so daß aus (2. 10) folgt: 


20 


(2. 12) u / (1-5) esp|i | exp|— FE au 


lım (1- Z)ie@+ ir) re 








2 4exp - 7 Tk i | sin? (y — T) 
bi; u 


dr. 


aoV2 k>o 
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Nun ist, da f€ A(a, b) ist, 
(2 + in)? 


(2. 13) Ira + ir) exp 7 


x? 
4 


|\fte + in exp 














I=exp| -7||=owm. 


Also existiert das Integral 


4 


EREE han p2 y—) 
| vr 


dr, 





[re + ir) exp 


es ist Cesäro-summierbar, und zwar zur gleichen Summe. Mithin erhalten wir aus (2. 12) 


20 




















F t iyt [ t— rn 
HE; nz . 
4exp er 4 © sin? —-(y— 7) 
BR VAR, 3 (x + in)2 p 
=> oyr En fire + ir) exp See, We dr. 
“ ; 2. 
Da das Integral fe» 2 exp |— I za | du nach (2.8) absolut konvergiert, 


existiert auch das Cesäromittel und beide sind gleich. Also ergibt sich für » > oo aus (2.14) 


oo 


fer 


—-o@ 


En 2 


iyt 
2 








exp 





u im sin®-(y— 7) 
TI a 


= 2ynex nn 
ae y— r)? 








ui Wi; a 
m a [re + men 


Da f€ A(a, b) ist, so ist f(x + ir) exp E er 


stetig und beschränkt für alle r. Daher 


folgt aus dem Satz von Fejer für alle reellen y: 


ee) 


f exp 


—o© 


(t — x)? 


iyt 
2 4 


2 12 
exp du(t) = Varexp — | fe + iy) ep | + WE], 




















so daß wir für jedes z ina <x< b und alle reellen y 


TE N | 
Met J exp| z du(t) 


bekommen, was zu beweisen war. 


Als ein einfaches Beispiel einer Funktion, die die Bedingungen von Satz 1 erfüllt, 
betrachten wir die Funktion f(x) =1 in —o<zrz<o, für die die Darstellung gilt: 


1 ” 


Also ist in diesem Fall die Funktion (ft) =t, für die natürlich die Bedingung (2. 2) 
erfüllt ist. 


t— 2)? dt. 
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Bemerkung. Nach dem üblichen Verfahren kann die Eindeutigkeitsaussage für die 
zweiseitige Laplace-Stieltjes-Transformation [6, p. 243] zu einer für die Weierstraß- 
Stieltjes-Transformation übertragen werden, so daß die Darstellung (2.1) unter der 
Bedingung (2. 2) eindeutig ist. 


3. Zur Darstellung durch Weierstraß-Integrale. Der Fall L(—o, ©), 1<pso 


Für die Darstellung einer Funktion f(x) € B(a,b) durch ein Weierstraß-Integral 
gilt der folgende Satz: 

Satz 2. Die Bedingungen 

1) ft) € B(a, b), 


|} — r)? | 
2) \ep|—* — Fz(t; x) || = O1), 1<psw, für ale T>O und jedes 
| II» 


feste zina<xı<b 





sind notwendig und hinreichend dafür, daß f(x) dargestellt werden kann durch 





’ i 1 b | (t — x)? 
3.1 x) = — exp I— —— —| Ft) dt, 
(3. 1) Na = 7 hi P % () 
wobei F(t) eine in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbare Funktion ist mit 
| we. 2 1] 
(3. 2) er * z "U |F@)| <o, 1<p<o, 
N v 








für jedes zina<ı<b. 
Beweis. Notwendigkeit. Zunächst folgt aus (3. 2), daß das Integral in (3.1) kon- 
vergiert. Denn mit Hilfe der Hölderschen Ungleichung erhalten wir für jedes x in 


a<xz<b und rt 
p q 














(er m. ei | Fit) | dı 
v 
© I 1» 2 hie le A 1/4 
<| [er PN. Olıroral ı/ exp | zur 2,]aı 
oo 0 
| (t — d)? l d? — 2? 2 1a 














falls man a <x<d< b wählt. Entsprechend bekommen wir mit a<e<xz<b 


G lea) <* 


1} 
I 
| 


ec? — ı? 


(1 0)% 
9% = 


IF |d <|exp|— ro) exp 
) 4 II» 


j 


1— 2)? 
4 

















Somit folgt aus (3. 2), daß dann auch für jedes zina<z<d gilt: 


| u 2 
(3. 3) N exp = 4 m Fit) | < oo. 
| 1 
Wir nehmen nun an, f(x) habe die Darstellung (3. 1). Dann folgt aus der Bedingung 
(3.2), daß das Integral in (3.1) in a<z<b absolut konvergiert, und damit nach 
Lemma 1, daß die Funktion f(x) zur Klasse B(a, b) gehört. 
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Wie in dem Beweis von Satz 1 ergibt sich: 


N ih ee sin? 7- (u — 1) 
Fz(t; x) = An e*P 1! en jet“ Z a W Cs F(u) du. 
— © 4 














Im Falle 1 < p < oo folgt aus der Hölderschen Ungleichung mit E r > = fi 


(t 


exp|— 








SE 2 
ap 0027 
E) j en : 12 1,p 
1 u sin 7 (u —t) 
« ae da Fer u 5; 
_— 


2 1/g 


sin (u —1) 
ar 7 u; 


Mit (2.3) erhalten wir dann: 


eh 





_kt— 2% 








I 

| exp ‚s| exp I" 
Aus der Bedingung (3.2) an Ft) folgt hiermit die Notwendigkeit der Bedingung 2 im 
Falle 1 <p< ©. Die zuletzt vorgenommene Vertauschung der Integrationsordnung 
war nach Fubini erlaubt. Ist p = &, so ergibt sich aus (3. 2) unmittelbar: 


2 2 
\or|- ee enp|— Ee 


Damit ist die Notwendigkeit der Bedingungen von Satz 2 bewiesen. 


Hinlänglichkeit. Da f(x) € B(a, b) ist, so ist die Funktion F,„(t; x) für jedes x in 
a<x<b,für alleendlichen T > 0 und alle reellen t wohldefiniert. Aus der Bedingung 2) 
folgt mit dem Satz über die schwache* Kompaktheit [6, p. 33], daß für einen beliebi- 
gen, dann aber festgehaltenen Punkt x, € (a, b) eine Folge von reellen Zahlen 7, (z,) 
(k=14,2,...), monoton wachsend gegen Unendlich, und eine Funktion F(t; x,) mit 


a 2 
exp |— eu Fit; x,) € L,(— ©, oo) existieren, so daß für alle G(t) € L,(— x, »), 


1<p<so; +71, gilt: 


Frtt; DR <s 











vol, 








2 
(3. 4) Jim [eo exp — ® — Fpytag) (5 20) dt 





- [eo exp |" Ze | Fa) di. 
Weiterhin haben wir 


exp - ah. a ni. a 


(3. 5) 
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Ist [x, 8] ein beliebiges Intervall, so erhalten wir 


ß ß 
re 
| IF; |d< 1 exp |“ | a, 


1/p 


- fl-"5 Ze)" li rc; x) |? ı < oo 


d.h.: Die Funktion F(t; x,) ist in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbar. 


di 








Wir wählen nun G(t) als eine in (— oo, o0) Lebesgue-integrierbare und beschränkte 
Funktion. Dann ist G(t) € L,(— , ©) für alle 1 <g< ». Bezeichnen wir wieder mit 
g(r) die Fouriertransformierte von G(t), so gelangen wir wie im Beweis von Satz 1 zu: 











(3. 6) f pi En. Gt) Fz(t; z,) dt 
wi =. fe- 1% 7 )fe + ir) exp m. e(5) dr 





Aus (3. 4) folgt dann für jedes beschränkte G(t) € L,(— ©, ©): 














(3. 7) fe» _ un G(t) Fit; x,) dt 
in | Me elz)ar- 
-T,20) 


Das nächste Ziel ist, eine explizite Darstellung für die Funktion F(t;x,) zu erhalten. 
Dazu bedienen wir uns, umgekehrt wie in (2. 11), der speziellen Funktion: 


sin? 7 (u—t) 





Dann ist: mw 
1 |r| RL Pe 
0 sonst. 
Gehen wir damit in Formel (3. 6) ein, so erhalten wir für T > 2o: 
EN (u — x,) 1 sin? 2 (u—t) 
er | Fr N, 
© (u — t)? 
exp |— 2 r 
— 7a Viz en ft- ra + + ir) | ei \(1- & Sr )esp|—i zer. 


Daraus folgt für 7,(z,) > oo nach (3. 4) und dem Satz von Lebesgue über majorisierte 
Konvergenz: 


2 1 (u — x,)? 
= | exp | — er 
exp 


a .o | | 
5 — fü — a) te + ir) exp (+ Tr dr. 
7 


sin? D7 I (u —1) 


F(u; %) — ru du 











20 
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Nun wissen wir, daß exp - 
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(3.8) exp Ah m nn Fit; x.) 
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-T 
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J+J+/+J 
zit us +iT z+i7T z—itT 


Nun ergibt sich z.B. für J;: 
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exp 





|—tte + in exp 
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| F (u; x.) € L,(— ©, oo) liegt. Also folgt aus dem 
Satz von Fejer [2, p. 100—2; 114] für ®— oo und fast alle t: 


(+ Si — 2irt 
dr, 








Die Konvergenz erfolgt dabei nicht nur punktweise fast überall, sondern auch in der 
Metrik von Z,(— ©, oo). Für F(t; x,) erhalten wir mithin für fast alle t die Darstellung: 


lim en ft —.) f(x + ir) exp k wet — ar. 


Mit Hilfe von (3. 9) wollen wir zeigen, daß 
F(t; x,) unabhängig von z, € (a, b) ist. 
Dazu betrachten wir die Funktion 


I ep| 77 





Diese ist holomorph in dem Streifen 


a< Re(s) <b, da f€EB(a,b) ist. Daher 


folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz 
für z.B. z>x, und a<z,So<se<b: 


J ep |" 


ds = 0 








Iren | Fla=-n+n+R+ 1 


|< mies =; n fer[®: 





Hier konnten wir, da f € B(a, b) liegt, eine Funktion M,(z,; x; T) so angeben, daß gleich- 
mäßig in , <o<zx: exp 1-3 — - |ffa+iT)|< M,(2,;2; T) und lim M,(2,;2; T)=0 gilt. 


Da wir für /, wieder eine entsprechende Abschätzung durchführen können, er- 
halten wir aus (3. 10) für jedes reelle t: 








(e + ir—1t)® r 
% |\ar = 0. 
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Aus der Permanenz des Cesaärosummierungsverfahrens folgt schließlich für alle a<x<b 
und alle reellen t: 


I ll meet nennt] 


Da der erste Ausdruck nach (3. 9) für 7 — oo konvergiert, gilt nunmehr für fast alle t: 


> 3’ 
1) Fe)=—- im (1-2) Het ine, — Kar (a<z<b), 


Var Too 
-T 


d.h.: führen wir unsere Überlegungen statt bei x, an einem beliebigen anderen Punkt x 
durch, so gelangen wir zu einer Funktion F(t;x) und einer Folge von reellen Zahlen 
T,(x), so daß (3.4) und (3.5) nun am Punkte x erfüllt sind. Ferner besagt (3. 11), daß 
dann F(t;x,) = Fit; x) für fast alle t ist. Setzen wir also F(t;x,) = Ft), so gilt für 
jds zina<r<b: 


| Be N 
(3. 12) | Zu. | (<p<o). 


Nach dem zu Beginn des ey ru gebrachten Argument folgt jetzt aus 


(3. 12), daß auch \exp|— \ G IF) I, 


Wir kehren nun zurück zur Gleichung (3.7), die, am beliebigen Punkt x € (a, b) 
aufgeschrieben, für jedes beschränkte G(t) € L,(— ©, oo) ergibt: 


|< oo ist für jedes zina<xz<b. 


(— x)? 


(3. 13) fer — | G{t) F(t) dt 


IE 6 ) fe + ir) exp | + z(Z)ar. 


Nehmen wir wieder für G(t) die spezielle Funktion (2. 11), so erhalten wir, entsprechend 


zu (2.12), aus (3. 13) 
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| .o 
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a || 


—20 


| ) Fit) exp - t | di 
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5 Kan. 2a 14 rl (x + in)? sin? 0 (y ec 
Jim (# — )tfte + ir) exp | 7 — 
7,2) 





dr. 





(y — r)? 


Da aus f€ B(a, b) folgt f€ A(a, b), bekommen wir wie bei (2.13) und (2. 14): 


2o 


(3. 14) ft- el Eure 





—20 
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4 exp Bu 2€ 
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= r 4 if sin ZeWy—?) 
= ya [re + ir) exp| 7 Pe dt. 
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er zn 


h F(t) dt absolut, so daß sich 


Nun konvergiert das Integral f exp - 
aus der Permanenz des Cesäromittels aus (3. 14) für @— oo ergibt: 


f exp - en Fit) dı 


—_o 


sin? 1 
5 w(y —r) 














ne je PaNE x? P 2 e N (x Eu ir)® 
— 2 y zexXp | 7 en un [re E= it) exp|- 7 | y 7) dr. 
Schließlich führt eine Anwendung des Satzes von Fejer zu 
© u ln © at Ur . a 
fer RE - 7 Big | Fit) d = Var exp -7 ftz + iy) exp @ uk 














so daß wir für jedes x ina<z2<b und alle reellen y 





fx + ıy) er J exp | — EEE | Fiyar 


bekommen, was zu beweisen war. 


Bemerkung. Aus Lemma 2 folgt sofort, daß die Darstellung (3. 1) unter der Be- 
dingung (3. 2) eindeutig ist. Dasselbe gilt natürlich auch für die Aussage von Satz 3. 


4. Zur Darstellung durch Weierstraß-Integrale. Der Fall L.(— x, &) 


In diesem Abschnitt wollen wir den verbleibenden Fall p = 1 behandeln. Hier 
erhalten wir das folgende Ergebnis. 


Satz 3. Die Bedingungen 
1) fa) € B(a, b), 














ER 2 
2) exp — ein Ft; x) | = O(1) für alle T>0O und jedes feste x in a<ı<l, 
1 
! (t— 2)? | Zu 
3) P lim [exp En Bar {F„(t; x) — F,(t; x)}|| = 0 für jedes x€ (a, b) 
0; Ro 1 








sind notwendig und hinreichend dafür, daß f(x) dargestellt werden kann durch 
43 
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wobei F(t) eine in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbare Funktion ist mit 
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Beweis. Notwendigkeit. Nehmen wir an, die Funktion f(x) habe die Darstellung 
(4.4). Dann folgt aus (4. 2), daß das Integral in (4. 1) ina < x < 5 absolut konvergiert 
und damit nach Lemma 1, daß f(x) zu B(a, b) gehört. Im ersten Teil des Beweises von 
Satz 1 wurde bewiesen, daß die Bedingung 2) notwendig ist. Nun haben wir nach der 
Dreiecks-Ungleichung 


| t— 2)? 
lee 2 


| (Frl) — Fri) 
(1 2) 
7 





S |exp|— 


(t — r)? 





tr» Fo} + \ep— 








I 
| Fr) —FO)}| . 
Kann mithin gezeigt werden, daß für jedes zina<z<b 


lim | \exp|— ern (Frl; ) — Fo} =( 
E 1 


T— || 








ist, so wird damit die Notwendigkeit auch von Bedingung 3) bewiesen. 


Mit Hilfe von (2.3) und mit der im Anschluß daran hergeleiteten Darstellung für 
F,(t;x) erhalten wir: 

















\esp|— dk u (7 30° DE) 
2 
+ ; Um —— du 
za +f S 
f exp En oo 7 |re— u) — exp|— 1 7 a F(t) | dt 
„he 


Die hier vorgenommene Vertauschung der Integrationsordnung ist nach Fubini erlaubt. 
Nun existiert zu jedem e > 0 ein ö(e), so daß für alle |u| < ö 


oo 











| E — 2 
[ \exp |— ( u | re—u)— exp| nn Fay\d <e 
. I 
u 2 
ausfällt, da exp |— 1! % ee 00, 00) liegt. 
Daher ist ö 2 


Du 
= ut 
ROSEN Bee < 
ns | u m. 
z 


Weiterhin haben wir bei nun festem 6: 


| ee 


T 


| 











Ft) | f E [ao <e 


+ : 
Tö 
4 





für alle 7 > T,(e) wegen der Konvergenz des letzten Integrals. Damit ist die Notwendig- 
keit der Bedingungen von Satz 3 gezeigt. 
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Hinlänglichkeit. Aus der Bedingung 3) und der Tatsache, daß L,(— %, &) ein 
Banach-Raum ist, folgt für jedes x€ (a,b) die Existenz einer Funktion F(t; x) mit 





exp - (t Z, = Fit; x) € L\(— ©, 0), für die 
u 
ee Jim | nz I- are {Fz(t; 2) — Fit; || = 0. 





gilt. Waiterhin ist die Funktion F(t; x) in jedem endlichen Intervall Lebesgue-integrierbar. 
Aus den Bedingungen 1 und 2 ergibt sich nun nach Satz 1, daß f(x) die Darstellung 


(t — x)? 


we; 
(4. 4) f(&) = VER f exp 17 du(t) (a<xr<b) 





hat, wobei w(t) in jedem endlichen Intervall von beschränkter Variation und 


© 


Pia 


—o©0 


_t—g 


| du(t) | < 








für jedes zina<zxz<b ist. Dazu galt für alle x€ (a, b) die Darstellung 


t 
„() = lim [ Fr,(u; 2) du (e<t< oe). 
Da 


1} 


t t 
SFrtei 2 u — | Fiu;ayau 
0 0 | 
Zr. | Be - e- 


ist, folgt aus (4.3) für alle x € (a, b) 











{Frtu;2) — Fu z)}) 


nd = [ Fin;a)da (-weo<t< oo). 
0 


Hierdurch ergibt sich die Unabhängigkeit der Funktionen F(t;x) von dem Parameter 
x€(a,b). Definieren wir schließlich F(t) = F(t;x), so erhalten wir aus (4. 4) für f(x) 
die Darstellung 


I (alt= 
Ka) = 7 fer % |ro« (a<zxz<b), 


—-o© 


wobei nun Ft) die Bedingung (4. 2) für alle x € (a, b) erfüllt. 
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Einheitenberechnung 
mittels des Jacobi-Perronschen Algorithmus 


Von Leon Bernstein in Tel-Aviv und Helmut Hasse in Hamburg 


In mehreren Arbeiten [1, 2, 3] hat der Jüngere von uns Klassen reeller algebraischer 
Irrationalzahlen » vom Grade n aufgewiesen, für welche der Jacobi-Perronsche ver- 
allgemeinerte Kettenbruchalgorithmus periodisch ausfällt. In der vorliegenden Arbeit 
bestimmen wir die aus diesen periodischen Algorithmen resultierenden algebraischen 
Einheiten. 

Es handelt sich üm die Klassen 


4.) o=VD-+d mit d|Dund(r—2)d<D, 

(2.) o = YD"r—d mit d| Dund2(n—1)d<D, 
REEL EUER 

(3.) o =D’ +3D mit D>2, 


wobei n > 3 und d, D natürliche Zahlen bedeuten. In (1.) und (2.) kann für Primzahl- 
potenzgrade n = p’ auch pd mit d | D anstelle von d treten, sofern nur die geforderte 
Ungleichung sogar mit pd erfüllt ist. 

Wir geben zuvor eine kurze Skizze des Schemas der Einheitengewinnung aus einem 
periodischen Jacobi-Perronschen Algorithmus. 


1. Einheitengewinnung aus einem periodischen Jacobi-Perronschen Algorithmus 


1. Der Jacobi-Perronsche Algorithmus in homogener Schreibweise besteht formal 
aus einem Schema der folgenden Art: 


ao = 1 N ar =1 %Hı =1-- 
Op rer a en ok U FRRERELERTETERERET 

Ayo EEE EN Ar  FPIOTETETT 
O0 u irre er 9% ai nen 

Go a ar ae a G..41 
9,-1,0 On rrrerrernn nen 9n_1,k On_1,k41 rennen 


kurz (mit Spaltenvektoren): 
9 A, WERL VAEUT STE A. Ar+ı ..o 0.0.» 
a 1 ind 1 er ee ee ee 
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Dabei ist 1m, = mw die zum Ausgang genommene Spalte aus reellen Zahlen »,, = w, — 
hier als Basis eines reellen algebraischen Zahlkörpers & = R(m) vom Grade n über dem 
rationalen Zahlkörper R vorausgesetzt. Ferner besteht jeweils a, aus den größten Ganzen 





Vik R 
Ak = ‚ speziell a, = 1, 
Vox 
und to,,, aus den zugehörigen Resten: 
1,841 7 0. Oo (=1,..,n— 1), 
Onnı1,.+1 — Vor: 


Diese lineare Substitution, die tw,,, aus tv, liefert, kehrt man zweckmäßig um und 
führt auch noch in der letzten Gleichung a,; = 1 als Koeffizient von ®,_,.;, ein: 


9 Ag On—1,K+1 
= 14 + aaO. 1841 ( =1,..,n—I1). 


Die so entstehende umgekehrte Substitution hat die Matrix 


0:..0. 
1 Ga 
A: = 
1 


Damit schreibt sich der Zusammenhang zwischen w, und w,,, kurz in der Gestalt: 
tv, = A,W;;1- 


Diese Einzelschritte fassen sich wie folgt zu einem Gesamtschritt zusammen, der den 
Zusammenhang zwischen der Ausgangsbasis tw = iv, und einer späteren Restbasis v,,, 
liefert: 


118) = P,wı+1 mit P, = A, ° er A, 


wobei sinngemäß P_, = / (Einsmatrix) zu setzen ist. Die Matrizen A,, P, sind ganz- 
zahlig mit den Determinanten 


|A|=-N", | P,|= (-1etVe, 


Die Matrizen P, bauen sich auf Grund ihrer rekursiven Entstehung P, = P,_,Aı 
wie folgt aus einer Spaltenfolge p, auf: 


P, ale (Pr: ++ Pr-n Pp,); 


wobei die Spaltenfolge p; sich aus der den Matrizen A, zugrunde liegenden Spalten- 
folge a; vermöge der folgenden Rekursionsformeln bestimmt: 


9, = Ay Pın + "+ a_14Pı-ı- 
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Gemäß P_, = / sind dabei als Ausgangsspalten 
y_. = &ı:.:H, PL, =, 
die Spalten der Einsmatrix zu nehmen. 
Bemerkung. Die in der Perronschen Originalarbeit [4] auftretende Matrix 


(k) 4(k+1) k+(n—1) 
A, A, ... As? 


(k) A(k+1) Aktin-ı) 
Ayı Ay ae An) 


ist unsere Matrix 
P,-ı Ye (Pıns ... Pı_1)- 


Bezeichnet also px (Üi = 0,..., rn — 1) die Elemente von p;, so sind die Perronschen 
(k) __ 1 ; 
AP = pP; bei uns. 


2. Der Algorithmus sei jetzt als periodisch vorausgesetzt, mit /-gliedriger Vor- 
periode 109, - - -, 10,_, und m-gliedriger Periode w,,...,1%,;m_,.- Das drückt sich in der 
homogenen Schreibweise durch die Proportionalität 


w, ha 1W;; m 
aus, also durch eine Gleichung 
w, Fr Ei, , m 


mit einem Proportionalitätsfaktor e +0 aus dem Körper & = R(mw). Im Hinblick auf 
die Algorithmusgleichung 


w, = Pw,„. mit P=4,'*' A,,„.ı (Periodenmatrix) 


hat man dann 


Pw,, u EiV,, m 


oder also 
(.1 — P)w;m =; 


d.h. der Proportionalitätsfaktor e ist Eigenwert der Periodenmatrix P, mit zugehörigem 
Eigenvektor tw,,„, (oder auch tw,). Demnach ist e Wurzel der charakteristischen Gleichung 


le/’—P]|=0. 


Wie Perron [4] gezeigt hat, folgt aus den Eigenschaften der Teilnennerspalten a; 
und der daraus gebildeten Näherungswertspalten p;, daß die charakteristische Matrix 
|e/— P| den bei Determinante 0 höchstmöglichen Rang n—1 hat. Daher ist der 
Eigenwert e einfach, und der zugehörige Eigenvektor iv; liegt bis auf proportionale ein- 
deutig fest, ist nämlich zu den Adjunkten irgendeiner Spalte der charakteristischen 
Matrix proportional. Hiernach liegen die Verhältnisse der Elemente von iv, im Körper 
R(e). Da aber schon diese Verhältnisse den Körper 8 = R(m) = R(m,) erzeugen, weil 
die Basen tv und mw, rationalzahlig linear äquivalent zu einer Basis mit erstem Element 1 
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sind, hat man neben der oben festgestellten Tatsache R(e) < ® auch die umgekehrte 
KER(e), also zusammengenommen 


K= Re). 
Demnach ist e ein primitives Element von & (und die von & befriedigte charakteristische 
Gleichung ist irreduzibel). 
Da die charakteristische Gleichung ganzrationale Koeffizienten hat, deren höchster 1 
und niedrigster | P | = (—1)”" ist, ist 
e eine Einheit von ®, mit der Norm N(e) = (—1)""", 


3. Zur expliziten Bestimmung der Einheit e aus dem Algorithmus führt der Über- 
gang zur inhomogenen Schreibweise. Dieser erfolgt, indem man jede Spalte mw; durch ihr 
Anfangsglied &,, dividiert. Die so entstehenden Spalten seien mit v;, ihre Glieder mit 


vlt = 0,...,n —1) bezeichnet. Man hat dann also den Zusammenhang: 
dv; = = u durchweg vy = 1. 
Oo 


Die Teilnennerspalten a; bleiben bei diesem Übergang erhalten. 
Zur Beschreibung des Rückgangs zur homogenen Schreibweise sei ohne Einschrän- 
kung von vornherein 
oo —=1, 
also 
u =m,=Ww 


vorausgesetzt. Die Schlußglieder der weiteren Spalten v,(k > 1) sind dann der Reihe nach 


Auf Grund der Sprunggleichungen 
On-1,+1 — Dok 


des Algorithmus drücken sie sich auch so aus: 





REEER.... U 1 _  @gı 
y = — = ‚B=—,.... 
991 991 og 
Hiernach liefert Division der inhomogenen v,, d,,... mit den Produkten 


2, = Vı, Ag = Vıls,. 


wieder die homogenen t,, 1,,..., kurz: 


v . n 
m=— mit m=0''% (k Z1). 
TC 


Vergleich der beiden Übergänge liefert die Relationen 


70 = 1 (k 21). 





Diese beiden Formeln gelten auch für k = 0, wenn man sinngemäß x, = 1 versteht. 
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Bei der inhomogenen Schreibweise drückt sich die Periodizität einfach durch die 
Gleichung 


dv, = Dim 
aus. Übergang zur homogenen Schreibweise liefert daraus nach Vorstehendem: 
70, = m MWıHm- 
Nach Wegdivision des gemeinsamen Faktors z, wird das: 
m, = Y41°° YrmMWırm- 
Damit berechnet sich der im homogenen Algorithmus auftretende Proportionalitätsfaktor e zu 
e = Orr rm 
also als das Produkt der Schlußglieder v, aus den Restespalten der Periode des inhomogenen 
Algorithmus. 
II. Anwendung auf die Irrationalitätenklasse (1) 
1. Es sei n > 3, und es seien D, d natürliche Zahlen mit 
d|D,(n—2)d<D. 


Betrachtet wird die reelle algebraische Irrationalität 


Sie hat den genauen Grad n. 


Dazu ist zu zeigen, daß der Radikand D"” + d für keinen Primteiler p von n die 
p-te Potenz einer natürlichen Zahl ist, vielmehr echt zwischen zwei sukzessiven p-ten 
Potenzzahlen liegt. Setzt man n = n,p, so ist jedenfalls 


(D")P = D" < D" +d. 
Es genügt dann, noch zu zeigen, daß 


D’+d<(Dr +1P=D+ E() 
o=1 


S 


De 
gilt. Dies ist aber sicher erfüllt, weil sogar gilt: 
D pP 
nen Ns 
d<— 5<D<pD<(l) Dr. 


Als Ausgangsbasis des Algorithmus wird die Basis 
1 


von 8 = R(w) genommen. 
2. Der Jacobi-Perronsche Algorithmus für diese Basis iv ist, wie in [1] gezeigt, 
periodisch, mit 
Vorperiodenlänge !=n—-1, Periodenlänge m = n, 
und zwar stellt er sich in inhomogener Schreibweise explizit durch das folgende Schema dar: 
8* 








west 





I-u% Pe 427 AR I-u% 
. . 
cr b’rrrrte .. . mh mp 
u TUE ERET TEEN . up 
Er . worin uen . ., u 


DE AT rer rear ee 


a 
ID 

on 
> 


°h 
PER 


.. er 70. «* 


— 0% -— Ir4W0% 


u s-u2‘0% N I 


= 0% en .. FE 0% re ee 


ti ne 


in 





mu 
1—-u 
‚& 


Su 


2) 


I == 0% == 17) 


Fe 


3 o .2 Ss 
g - PR) 3 
Imua sun Pe a Iqa 0%a BER: oa = u 
Sup ERBETEN . In 0 
ae Zu 01-u% 


1-u 
b 


zu 
- b 


I= 0, — Tu 


T-u0% 


su .. 


EEE u ur 2 77,3 
‘+. TI 


gl 


10% 


I 


I-u 


01% 


00% 


@ 


02-u% 


Q= 01 





9poL1ad 


aporaadıoA 











EL TE 


= Vn—2 


ni 


Ei 
) 
= 
| 
B 








Bernstein uud Hasse, Einheitenberechnung durch Jacobi- Perronschen Algorithmus 


Dabei sind folgende Abkürzungen verwendet: 


N of Sien—1,k>20; 
dr j=0 ] ” gebraucht nur für k+i<n 


k 
Yi = Yu(D) = n be ) D‘ 


(n — 1) — (ie — j) Dat 
] ‚ (Es bedeutet also der Quer- 
strich die Ersetzung » -> D.) 


i 
. Moe Pi,n-i(®) Z- P} 
j= 


r 
9 = Pin-i(D) = ') D‘ 


d 





’ pi 
Bes 
_ +. (Es bedeutet also der Strich ’ die Division mit d.) 
„=7 


Für diese Bildungen gelten die folgenden Regeln, auf denen der Periodizitätsbeweis 
wesentlich beruht: 


Yo = 1; Ya =1- 
Yo =", Pio = D'. 
wit! Dir En‘ . 
u den uk A Kare (+1) Dt. 
PT Pir = (wo —D) Pi-1,K+1 (>21). 


[9] = 9x (k +i<Sn), insbesondere [9;] = $;. 


3. Die Schlußglieder der inhomogenen Restespalten v; des vorstehenden Algo- 

rithmus sind: 

+ a 1 er Dr E 1 Pr 

In = zZ ı” er D = Pe ı für k = 0 mod.n 

'% = (k 2 1) . 
ee für k = 0 mod 

ati u—D . = 
Sie sind bereits von k = 1 an periodisch; darin liegt eine Besonderheit dieses Algorithmus. 
Die der Periode entsprechende Einheit aus 8 = R(w) ist demnach 


= U rer 
BT (»® — D)r 5 (o — Dr" 
Daß dies e aus $ eine Einheit mit N(e) = (—1)"”" = 1 ist, wie das nach der 


allgemeinen Theorie der Fall sein muß, erkennt man auch leicht direkt, durch Betrach- 
tung der Reziproken: 


ee =p *»°.>- Un -- v ...N!. = x 





ei mr -7. z-1 17(7) Dr nr 
DM. Ser + 3 2 Ir (" )D’o En 
„ar hi Z-r(})oo nr 
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Im Hinblick auf die Voraussetzung d | D sind hierin alle Glieder ganz. Ferner ist 


Nie) = eh R- (IE y 2 (N — @*) \ 
= | rn = (Ayo 4, 


Die gewonnene Darstellung von e-! durch die Basis mw läßt zudem erkennen, daß e-! im 
Ring $ = 3[»] über dem Ring 3 der ganzrationalen Zahlen liegt. Mit e-! ist dann auch & 
selbst eine Einheit dieses Ringes. 
Im Spezialfall d = 1, wo die n-gliedrige Periode sich aus n eingliedrigen Perioden 
zusammensetzt, ist schon 
1 


n—1 
17 == Un za vj mm ———— Be: Do"? 
D j=0 


eine Einheit aus $, mit N (&,) = (—1)"". 


4. Da, wie hervorgehoben, die Schlußglieder v; der inhomogenen Restespalten v; 
des Algorithmus bereits von k = 1 an periodisch sind, tritt die Einheit e auch schon vor 
Einsetzen der Periode als Proportionalitätsfaktor auf, nämlich erstmalig in der Relation: 


ew=P,,0%,. mit P,ı=Ao'''A,aA,', = VA,_ı (erweiterte Vorperiodenmatrik). 


Hieraus läßt sich auch für e selbst die Darstellung durch die Basis mw ermitteln. Im Hin- 
blick auf die Spaltendarstellung 


Pi ae (Po; 2. 9-1) 


und die explizite Angabe von v,„ im Algorithmus bedeutet nämlich die angegebene Re- 


lation das lineare Gleichungssystem 


n—1 n—1 
et — I Pnivin — 2 Pnpi (h=(0,..,n—|1). 


Speziell für Ak = 0 hat man demnach: 


n—1 n—1 i en no: , 
e=Zpure= Zur 2" ’ (i urZa 


j=0 


= FE ran. "#7 


0<sjsisn—l 


(Transformation i—j=t,aloi=.!)+j) 


Bey 1. 
== ä . ‚D’wo* 
a ] Po, +j 
u 1 Ze „ . Pr 
= ( - (" : "per. 
=0\j=0 ] 


Demnach lautet die gesuchte Basisdarstellung: 


n—1 } n—1-—i En r 
e= Z eo mt = 5 | . Pas D' 
i=0 j=0 ] £ 


Sie setzt direkt in Evidenz, daß e eine Einheit des Ringes % = 3[o] ist. 
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5. Von dem Spezialfall d = 1 abgesehen, wo die n-gliedrige Periode aus n ein- 
gliedrigen Perioden aufgebaut ist, sind die Proportionalitätsfaktoren 


2 pie (k=1,..,n—I) 
keine Einheiten. Denn aus 
An = nr = e mit N(e) = 1 (Absolutnorm) 
folgt 
No — D)" = N(d) = d", 
also 


No — D)* = dk, 


so daß die z; gebrochene Zahlen mit Nenner von der Absolutnorm d* sind. 
Jedoch erweisen sich analog zu der Bildung 
ei d eor—D 
aa = Age rer 
die Bildungen 
at — D* 
(® — D)* 


(wo — D*) zn, = 


(k=1,...,n—1) 


jedenfalls als ganze Zahlen aus 8 und sogar aus \. 


Das sieht man mittels des betrachteten Algorithmus durch eine entsprechende 
Rechnung ein, wie sie vorher zur Bestimmung der Darstellung von e durch die Basis w 
angestellt wurde. 


Definitionsgemäß hat man nämlich 
7, iD u P,,%: 
Für k=1,...,n —1 ist hierin einerseits 


P.-ı zu, (&rr+1 U En» Po» u, Pı-1)» 
andererseits 


Pok 


Pnk—1),k 
rt 


vd, = 








| Pn—ı 
Demnach spielen für die erste Zeile des Produkts ?, ‚v, nur die letzten k Spalten von 
P,_, und daher nur die letzten k Glieder von v, eine Rolle: 


n—1 


= 2 A Po,itn—x) Pn—k 


i=n— 


n—1 yi a u 
| = Z Pswng 2 er “ (i Da 


i=n— j=-0 


(nr —1)— (i Ey Do. 


a ; P Im Porn j 


n—k sisn—1 0<Sisj 
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Durch die Summationstransformation 


( an ı = N mit der Umkehrung F re" ) 
Be .. ] 
werden die Summationsbedingungen 
NE Be 
zu 
0<j<i ir. 


’ 


oder also zu 


| ange 
Max (n— k— (,0)<j’ <n—i1—t]' 
Damit wird: 

4 2-1 n—1—i BR VOR, 
.=— 2 ( g Po,c+n-in (* : ) Di)or, 


d — — 
i=0 \j=Max(n—k-i,0) \ ] 


also ausführlicher: 


4 »—1 ’ 
N = z = Erw! 
mit 
-—, n—l—i\ni es: e 
= Posen : )D' für Osi<n—k 
gi Er j=-n—k—i ] (k = . e R 
i Du n—1-—i . 3% 2 POPP a x 
ER Po,6i+ nk) (" j ) D für n—ksisn—i 


Für den zu führenden Ganzheitsbeweis kommt es nur auf z; mod +1 an, d.h. es 
können ganzzahlige Glieder vernachlässigt werden. Im Hinblick auf d | D brauchen daher 
nur die Glieder mit j = 0 beibehalten zu werden: 


1 n—1 





nm = Fi P Po,in-n oa! mod +1. 
i=n—k 
Hiermit ergibt sich: 
—1 i Dr d *-1 
k k RN, Amp male —k r ' 4 
(„"— D’)n,=wun, = Fi Z Prima = — y 5 P«w'= (0 mod +1, 
i=n—k i=0 


also die behauptete Ganzheit der Zahlen 


wk — Dk 
erg en a ae k __ DE 
(o = Djr (w D )nr. 
a 
7. Schließlich sollen noch diejenigen unter den ganzen Zahlen = In 


(k =1,...,n) ermittelt werden, welche sogar Einheiten sind. Das geschieht durch die 
Bestimmung ihrer Normen. 


Einerseits war schon bei der Berechnung von N(e”') festgestellt! 
N(o— D) = (—A)"d. 
Daraus folgt: 
N (» — D)* = (— 1)#r-Dgk, 
Andererseits sei £ = (k, n), also 


k=tk,n=tn, mit (ku 2) =1; 
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sowie 
a = w!. 
Diese Zahl ®, genügt der Gleichung 
ob = ao" =D’ +d 


und erzeugt einen Teilkörper 8, = R(w,) von 8 = R(w) vom Grade n,, so daß K/R, 
den Relativgrad it hat. Entsprechendes gilt wegen (k,, 7.) = 1 auch für die Zahl »4 — w* 
mit der Gleichung 


(w*)” Sr an" en (w")* _ (D" + d)*. 


Die Norm in 8 der Zahl &® — D* aus $, ergibt sich nach der Normschachtelungsregel, 
indem man zunächst die Relativnorm für ®/R, nimmt, die hier einfach die t-te Potenz ist: 


N(o* — D4) = (ot — Di), 
und dann die Norm in 8, bildet: 
N (w* — D*) = N,(N(w* — D%)) = N,(ot — Da) 
= ((-1)"((D* + a) — D**)Y 
— (1) ((Dr + d)® — Dre) 
- {lt 


0 
„»=1\% 


) Dean) e, 


Zusammengenommen hat man demnach: 


k /(k 
2 | 0 DYk—) q* 
x( ak — Dk* ) — (1) HR-D +0 (< A a 


(w FE D)* d 


Hierin ist das letzte Zählerglied d* gleich dem Nenner. Daher ist diese Norm nur dann 
gleich +1, wenn der Zähler nur aus diesem einen Glied besteht, d.h. lediglich im 
Spezialfall k, = 1, t=k. Dieser Spezialfall ist durch k | n gekennzeichnet. 


Damit ist bewiesen: 


k__DTMk 
Unter den ganzen Zahlen pr (k=1,...,n)sind genau diejenigen Einheiten e; 


aus X = R(w), und sogar aus % = Z[w], für welche k | n ist, und zwar mit 
N (&) un (—1yeı", 


Der vorher schon behandelte Fall k = n mit e„ = e konnte in dies Ergebnis einbezogen 
werden. Der Fall k = 1 liefert die triviale Einheit e, =1. 


Schlußbemerkung zu Abschnitt Il. Die in 1 bis 4 durchgeführte Bestimmung der 
durch den Algorithmus gelieferten Einheit e gilt auch für den eingangs erwähnten Zu- 
satzfall zu (1.), daß bei Primzahlpotenzgrad n = p’ der Teiler d| D durch pd mit 
(pr — 2) pd< D ersetzt wird. Dagegen ist der in 5 bis 7 erbrachte Nachweis weiterer 
Einheiten e; (k|n) für jenen Zusatzfall nicht mehr allgemein gültig, weil dann die Koeffi- 
zienten der Basisdarstellung nicht mehr notwendig ganz sind, wie man leicht durch 
Gegenbeispiele bestätigt. 
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III. Anwendung auf die Irrationalitätenklasse (2) 
1. Es sein > 3, und es seien D, d natürliche Zahlen mit 
d|D, 2n—A)d<D. 


Betrachtet wird die reelle algebraische Irrationalität 
| JPG chen 
o=|\D"r—d. 
Sie hat den genauen Grad n. 


Dazu ist wieder zu zeigen, daß der Radikand D” — d für keinen Primteiler p von n 
die p-te Potenz einer natürlichen Zahl ist, vielmehr echt zwischen zwei sukzessiven p-ten 
Potenzzahlen liegt. Setzt man n = n,Pp, So ist jedenfalls 


(D’")? un u v D" = d. 
Es genügt dann noch zu zeigen, daß 
D" —d = (D")P —d > (D" — 1)? 


oder also 


(.D"P r. (D" vn 1)? > d 
ist. Daß dies zutrifft, erkennt man hier folgendermaßen. Nach dem Mittelwertsatz ist 


(D*)? — (D"* — 1)P= p (D* — HP! mit 0 <9 <A, 
also sicher 


>2—— - = D*">D>z2(n —i)d >d. 


wre > —- if‘ r( 


D" pr—l D" 
) >22 


Als Ausgangsbasis des Algorithmus wird wieder die Basis 
1 

[49] 

war 


von 8 = R(w) genommen. 


2. Der Jacobi-Perronsche Algorithmus für diese Basis w ist, wie in [2] gezeigt, 
periodisch mit 


Vorperiodenlänge !=1 + (n—2)n = (n—1)?, Periodenlänge m = nn = n’, 


und zwar setzt sich die auf den Beginn 


1 oa—D+1A1 
D-—1 

) o— D?+1 
D? —1 

w® 


Pe Baer ee ee er Er Er Er Er ur Er ur 


folgende Entwicklung aus (n— 2) + n je n-gliedrigen Spaltengruppen zusammen, die 
in [2] Fugen genannt wurden. 
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Eine solche Fuge hat die Gestalt: 


& 


Dabei wurden die Restespalten, wie sie durch Subtraktion der größten Ganzen 
und Hinzunahme des Divisors 1 als Schlußglied entstehen, der inhomogenen Durch- 
führung des Algorithmus entsprechend immer gleich anschließend auf Anfangsglied 1 


normiert. 


und die daraus durch Bildung der größten Ganzen entstehende Teilnennerspalte a 
— in [2] Akkumulator genannt — anzugeben. Die homogene Anfangsspalte x 


Zur Mitteilung eines aus solchen Fugen zusammengesetzten Algorithmus genügt 
es vollständig, von jeder Fuge nur die abschließende inhomogene Restespalte y = (n,) 
- (a;) 
(&) 


1 


1 
&, 1 
& 
0 
a ° 
Tr : 
so sı 
0 
5 & 
e 8 
1) 
.n—2 sn—2 
E 3 
so >ı 
0 
& 1 
£ 
so sı 
1 
ı 5 
Sı 


&, 1 
£ 
sı 
$s &3 
& & 
£ 
Sa 4 
& & 
5 150 
£ E 
sı s2 
BR - - 
Ssı So sı 
& &, 
& 
1 2 
s2 


Bor ne aa Fi 
we 
.. 0... n = 
En 
eier 
za 00407 & te 3 & we Sı Y 
E77 ge a 
s.n— so 
 PRREPL POEERPWOR 2106, DONE, RER 
Sı— 8 en 
ET Rn \ - = Na 
En 1 } & 
ende ae ee ee 
sn—4 "sn sn sn 1 
EERTE = a In-3 
En 1 Fi &o 
PR ET AE PNEE IETRETERTER 
En — En & 3 —£, 3 r 
FIRETTER © In-4 
En 1 Eeij & 
Karin s stil we otadinnee sie tere a 
E 62} 
1 che m 
Eu wm Te -1 
Ii—5 


berechnet sich aus y rückwärts vermöge der Formeln: 


7] 
sı 
n 
en 
dr 
n-3 
ist 
Eu 
d. 
da = 1 
gt, 
die 


I+n 


1+m+ 9 


ZEFE ZIELE SUTET LEE UT TITTEN 


i+n+t'': 


Int + 


+ Nn-2 


BE Sm... 
= 1-5, 
2 1 — 8 
je: 
ie 1 — &n-2 
BE u 
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oder also 
= —NAi+ m) +1, 
= Ni +m+ N) +1, 
Er = ao -YDitm rt tm +1, 
mit 


1 
a ee Te 





&—1 en 


Das für die Einheitenbestimmung nach 1,3 wichtige Produkt n der Schlußglieder 
aus den inhomogenen Restespalten der Fuge ist nach dem vorstehenden Schema gegeben durch 


1 &o Hi. En-3 En 1 


u 1 1-5’ 
besiimmt sich also schon durch das Anfangsglied &, der homogenen Anfangsspalte x der Fuge. 
Im Hinblick hierauf werden diese Anfangsspalten im folgenden bei der expliziten An- 
gabe des Algorithmus mit aufgeführt, obwohl das, wie gesagt, an sich entbehrlich wäre. 


3. Zur formelmäßigen Angabe der Spalten r, ı) für die n — 2 Fugen der Vorperiode 
und n Fugen der Periode geht man zweckmäßig von dem Spezialfall d = 1 aus, also 
o=VD*—1 mit D>2(n—A), 


und gibt dann nachträglich an, welche Modifikationen im allgemeinen Falle vorzu- 
nehmen sind. In diesem Spezialfall stimmen die n Periodenfugen überein, so daß sich 
die Periode auf eine einzige Fuge reduziert. Für die insgesamt n — 1 Fugen von Vor- 
periode und Periode sind die homogenen Anfangsspalten und die inhomogenen Schluß- 
spalten in dem folgenden Schema explizit zusammengestellt: 


Dabei sind folgende Abkürzungen verwendet: 


5 (* + 1) Dar (Sisnh sus, 


Piz 7 eo j gebraucht nur für k+i<sn 
9 = Piun-i' 
Ak > 1); h b ü = k—1 
Ya = 2m ) ; Pk (gebraucht nur für kh=k, k—1). 
yes 


k+ion ER Be 
9. = 2 nl" ö + I "rc 
1siısn—i 


M-, rl k ) ae 1<k<n—i 
SE , k+izn 


k+rion . . 
ER a ED Arie: 
ik 5 ( ) | j 9 


2<sısn—?2 


k—ı x R ER | 
> 3 tl Va 1 s k s n—i1 
k+izn 


j=1 n—i—ji—i 
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Die in D, ® homogenen Polynome 9 
der Grade i kamen bereits in II,2 vor, 
ebenso auch die speziell für k+i=n vor- 
liegenden g,. In den weiteren Bildungen ist 
Yrk = 0 fürr < 0 zu verstehen. Die Bildun- 
gen A’. und Y,, selbst kommen im Algo- 
rithmus nicht vor, sondern nur die aus ihnen 
abgeleiteten Bildungen 

A'pa) = (w — D) Aa —1, 

Par = (oe — D)Ya--1. 
Man beachte die Identitäten 
Hoya = Dana, Hana = Pan 
auf Grund deren in den Restespalten des 
Algorithmus auftretende Wechsel von den 
Arya, (A 'pa) zu den Du, (Pa) bei i = 
n — k als ein stetiger Anschluß erscheint. 

Die vorstehenden Formeln sind gegen- 
über denen in der Originalarbeit [2] durch 
weitestmögliche Zusammenfassung von Glie- 
dern 9,; vermöge von Summenformeln für 
Binomialkoeffizienten vereinfacht. Auch die 
Indizierung ist hier verändert, und zwar 
derart, daß durchweg der erste Index die 
Zeile und der zweite Index die Spalte (Fugen- 
nummer) im von links nach rechts durch- 
geführten (abgekürzten) Algorithmus angibt. 
Dadurch sind allerdings die Bildungen ;: 
und Y,;. etwas komplizierter geworden; ihre 
einfachste Gestalt erhalten sie bii>n — i. 

Was weiter die den Schlußspalten 
der Fugen zugeordneten Teilnennerspalten 
(Akkumulatoren) betrifft, so ergeben sie sich 
wieder einfach durch die Ersetzung > D, 
hier noch unter Subtraktion von 1, also in 
der Bezeichnungsweise aus I 2 allgemein: 


[A!y9a] = Atya—ıi (1sisn—hk), 
Ba BG—1 n—ksisn—i). 


Die homogene Anfangsspalte der ersten 
Vorperiodenfuge findet sich im Hinblick auf 


als ..0—D 
a = Mir) = ng a 

(i=(0,...,n—2), 

wie es nach dem zuvor angegebenen Beginn 

des Algorithmus sein soll. 
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4. Um aus dem vorstehend beschriebenen Algorithmus für den Spezialfall d = 1 
den Algorithmus für den allgemeinen Fall 


o=yYD"—d mit d|D, 2(n—i)d<D 


herzuleiten, beachte man, daß die im Algorithmusschema auftretenden Bildungen 4'9,,, 
ATIp., Du, Y, Linearformen in den Polynomen g,, sind. Die anzubringende Modi- 
fikation besteht darin, daß man in diesen Linearformen an gewissen Stellen die speziellen 
Polynome g,,„_, durch d zu dividieren hat. Das nachfolgende Schema gibt eine Übersicht 
darüber, an welchen Stellen diese Divisionen auszuführen sind. 


Vorperiode 




















Zeile 1 2 A ne 
0 
2 | | e* r 
| Br tar m | 
n—3 | I+ +] + + 
n—2 + ++ + + + 
n—1 + | +| + | . 
Periode 
Zeile riesen: at) + ge 20-3 
0 'o 
Bene u ups (ol | 
2 1\2 ee 4 0 
| | 
n—3|n—4 n—4 n—3 | 0 0| ++ In—5n—5 
a— 21-3 n—-3|n— 2 | 0 011 ie 5 Isis 
| | | 
n—1 n—?2| 0 | 1| 2 IE n — 3 





Im Kopf sind die Fugennummern k durchlaufend für Vorperiode und Periode 
angegeben. Die beiden Spalten unter jeder Fugennummer beziehen sich auf die im 
Algorithmusschema aus III, 3 aufgeführte homogene Anfangsspalte und inhomogene 
Endspalte der Fuge. Die Zeichen +, die nur in der Vorperiode auftreten, bedeuten, daß 
an diesen Stellen alle speziellen Polynome 9, „_, durch d zu dividieren sind. In Ay, x: 
und A4'"'9,_, „ist das gerade der erste Summand, in ®, , und Y, , gerade die erste Summe. 
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Man beachte, daß 


ist und für Y,„_, jetzt auch i = (0) zugelassen wird. Sei nun 


/ / 


41 j4 (n—i+j—1 > (n—i+j—!t i1sı: 
di. zer ] \rt, 2, m ] Jr: i losı<i 


und 


: [nr —i+i— . {n—i+j—2 0<i<n-2 
yi zn" sl "vıs+ PR i+] \r;( si<n 


dr Ri j 0<1<i 


dann erhält man aus der Periodenfuge 


uU \ 
P,, n-V/ 

7 i 
ie; 1n-1) 
Pzn -v 


P, n— v 


Pa ee 
Mizeli D, D, -2,n—1 
1 RE 1 


des speziellen Falles die n Periodenfugen des allgemeinen Falles, indem man die in der 
Tabelle angegebenen Werte für i einsetzt. Man beachte übrigens die völlige Analogie 
der Verteilung dieser Pluszeichen bzw. t-Werte in den inhomogenen Endspalten mit der 
Verteilung der Striche im Algorithmusschema aus II, 2, die dort die Division durch d 
andeuten. 

Durch die Divisionen durch d wird die Regel für die Bildung der Akkumulatoren 
nicht beeinträchtigt. Auch für die aus A*o,,, ®,. durch diese Divisionen entstehenden 
Ausdrücke A'g;,, ©; ,, ®; hat man wieder 


i,n—1 


[Ai] = Hp. — 1 <i<n—h 


Ä < - 
[d,)=9,—1 ge 


[®;, n— ı fr ®; 


i,n—1 


—1 














68 Bernstein und Hasse, Einheitenberechnung durch Jacobi- Perronschen Algorithmus 





5. Was schließlich die durch den betrachteten Algorithmus gelieferte Einheit : 
betrifft, so bestimmt sich diese nach der Regel aus I,3 und dem Ergebnis aus II,2 als 
das Produkt 


EN, A 




























mit 
Aleirilkei, 
A—Er 


wo die £,, die Anfangsglieder der homogenen Anfangsspalten der Periodenfugen bedeuten. 


TI 


(k=n—1,...,2n —2), 


Nach dem Algorithmusschema aus III,3 und unter Berücksichtigung der Modi- 
fikation aus III, 4 ist nun 


Er = (An = le —D)+1 für alek #n, 
während für k = n durch d zu dividieren, also 


o—D 


Eon ee d 


+1 
ist. Damit wird 
NEE BEE. tb... 
pe (D—-o)" (D-o)r ' 
Ganz analog wie in 11,3 erkennt man wieder auch leicht direkt, daß dies e eine 
Einheit aus % = 3[o], hier mit N(e) = 1 ist. 


6. Analog zu II,4 sind auch hier wieder die Anfangsglieder &,, der homogenen 
Anfangsspalten schon von der ersten Vorperiodenfuge an periodisch. Diese Tatsache 
kann wie dort zur Berechnung der Darstellung der gewonnenen Einheit e durch die 
Basis tv ausgenutzt werden. Im Hinblick auf die hier sehr viel komplizierteren Ausdrücke 
für die Akkumulatoren der Vorperiodenfugen soll jedoch von der Durchführung dieser 


Rechnung abgesehen werden, ebenso auch von der zu II,5 und 6 analogen Untersuchung 
E__ mE 
der Zahlen Dar (k=1,....n—1) auf Ganzzahligkeit und Einheiteneigenschaft. 


Schlußbemerkung zu Abschnitt III. Die in 1 bis 5 durchgeführte Bestimmung 
der durch den Algorithmus gelieferten Einheit e gilt auch für den eingangs erwähnten 
Zusatzfall zu (2.), daß bei Primzahlpotenzgrad n = p’ der Teiler d| D durch pd mit 
2(p —1i)pd <D ersetzt wird. 


IV. Anwendung auf die Irrationalitätenklasse (3) 









Es handelt sich um die reellen kubischen Irrationalitäten 


o-VYm+3D 


mit natürlichem D > 2. Als Ausgangsbasis wird die Basis 





von £ = R(w) genommen. 


Der Jacobi-Perronsche Algorithmus für diese Basis tw ist, wie in [3] gezeigt, perio- 
disch mit 


Vorperiodenlänge ! = 4, Periodenlänge m =4. 
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Aus dem dort in extenso wiedergegebenen Schema der Entwicklung entnimmt man 
als Schlußglieder der inhomogenen Restespalten der Periode: 
o +Dw + D? (1, 10, 100) 
” u; 
__(D+2o® +(D—D+4)w +(D® +2D® +5D) _ (12, 114, 1250) 


3D® +9D—8 3098 i 
__(D+No® +(D—APo +(D’—2D?— D—2) _ (11,121, 1212) 


3D +1 301 ; 
=o+Do+(D?-+1) —= (1, 10, 101). 
Die dabei jedesmal hinzugefügte Ziffernschreibweise der Zahlen aus 8 = R(w) in Basis- 
darstellung durch mw ist wohl ohne weitere Erklärung verständlich. Unter ihrer Ver- 
wendung berechnet sich die durch den Algorithmus gelieferte Einheit 


e = 004070 
mit ganz geringer Mühe zu 
e = (101, 1020, 10301) = (D? + 1) + (D? +2D)o + (D' + 3D?2-+1). 


Wie man leicht bestätigt, ist das gerade die nach dem Schema aus II, 3 gebildete 
Einheit: 
3 na D3 
= u 
(® — D)? 
aus % = 3[®] mit N(e) = 1, mit der Reziproken 


eı=- —-uo”+Do-+i. 
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Some existence theorems 


on differential equations of generalized order ) 


By M. A. Al-Bassam at Lubbock (Texas) 


To Professor H. J. Ettlinger on the occasion of his completion of fifty years 
of service at the Department of Mathematics of the University of Texas 


Theorem 1. /f f(xz,y) is a real-valued, continuous and Lipschützian function, i.e. 
f{z,y) € (C, Lip), on a domain D of the (xzy)-plane and sup |f(x,y)| = M < m», then 


(z,)eD 
there exists a unique and continuous solution y = y(x) which satisfies the differential 


equation 
y”=fay), 0<as1®), 


together with the condition y'*—"(a) = n in the region R<D: 
a<z<sa+h, |(e —a)"y(a)—b|<k, 


whereb= —I_ k> Mh 
ee > 7% T@« +1‘ 


Proof. Define the sequence of functions {y}” „as follows: 
q Wrsr 0 


n(x — a)! 


Y(2) = Te) , 


1 
Yn (x) = 3 T(«) | (x Fass: ey ft, Y„-1(0)] di 


a 


It will be shown that lim y„ exists and is the required solution. 


(i) First it will be proved by induction that, for a<r<a+h, y = y(x) is 
contained in R for alln; .e,b— k<(xe — a)" <b+k. 
If y=y„(z) is in R then 


| (x — a)" y, — b | 5 | f | (x un ge, Yan (2)] | dt < 7 MN 


1) Presented to the Mathematical Association of America (Texas Section), April 10, 1964. 
2) yo = j-=y, as defined in [2]. 
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The same argument shows that 


A 
7 1—a En a re 
|(z a) Yı(z) b| = (x 1) <k 
(ii) Also it may be proved, by induction, that 


- M Ar-! zz — ALL 
ya) — mle)| < Fo e 1 | 


for all n, where A is the Lipschitz constant, as f(x, y) € (C, Lip), i. e.. 


Ya Y)IsAlY—YP]|), 
for Y, and Y, in AR. 


Suppose that when a <r <sa-+h 


“As MAT |(@ u. 
| (2) Yn-2 (r) —= ln = 1 Be ” 1) . 


| EEE Ye > | 
| Y„(x) — y,-1(2) | > I («) f (fe — er | | Yn-ı (t) "37, Yn-2( ) | dt, 


by the Lipschitz condition, so that 


OO MAm 5: —,, MA |l(e—a)"| 
| . Fels T u = Een I* ae Be ae gu 
|4„(2) Ya-M’(z) | == T(n ix + 1).« (x a) | I(na& +1) 


But the inequality holds for n = 1, it is therefore true for all values of n. 
(ti) The sequence {y„(x)} converges uniformly to a limit funetion y(x) for 
a<a, <sı<saHth. 


From (ii) the terms of the series 


im (yn — 90) = 2 [yla) = y1l@)] 
are numerically less than the corresponding terms of the convergent series 


© Ar hk* 
A u —— 
IZ T(k& +1)’ 
h 
which converges to M I E,(A; h), (see [3], pp. 359—360). Further it may be noted 


that each term [y,(x) — y,_,(x)] of the above series is a continuous function of x on the 


interval (a, a + h). Consequently the limit function y(x) = lim y„(x) exists and is a 


eontinuous function of x in (a, a + h), since by Weierstrass M-test the former series 
tonverges uniformly in the indicated interval. 

(iv) 4=y(x) satisfies the equation y” = f(x, y). Since y„(x)—>y(x) as n > 
uiformly in a<a, <xz<a+ hand f(z,y)€(C, Lip), it follows that f(x, y„) tends 


10* 
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uniformly to f(x,y) as n— oo. Therefore 
y(z) = lim yu(z) 
= s F (z — 1)! 
=%+ ‚lim fm Yn-1(t)] Eu ‚ '" You t 
= [ne 


= + 1*1. 


Furthermore 


ya) =I"y=I17 'u+lml- = ia, y), 





T 
’ 3. 
since H y=n— 


70) 


Also the condition y'*"”(a) = n is satisfied, since 


== (), and I- je j- IP = ja, y). 


yoDa@)= 1 "y=n+lf. 
Therefore the limit-funetion y(x) exists and satisfies the equation together with 
the condition y'*”(a) = n. 
(v) Uniqueness of the solution. It may be proved now that the solution y = y(x) 
just obtained is the only one for which y*"(a) = n. 


Suppose that Y(x) is another solution distinet from y(x) satisfying the condition 
Yy“®(a) =n, continuous in (a, a+ h) and is such that | Y(x) — y(z)| < K in this 
interval. Then from the relation 


au [un ron za 





(«) 
we have 
AK |(«— a) | 
The argument may be repeated to obtain the sequence {U,„} of upper bounds of 
j . A"K |(x — a)" | 0 
|Y(x2) — y(x)| in the interval (a, a-+ h) where U, = —Tina+n) 1. But U, 


as n> oo, and so Y(x) = y(z) in (a, a + h) and the proof is complete. 

Remark. The method of contraction mapping defined on a complete metric space, 
may be used to prove the existence and uniqueness of solution of the differential equation 
of Theorem 1. It may be shown as follows: 

The equation together with the initial condition is equivalent to the integral 
equation 


(E) H(z, x) 4 3 Flu Ha, 9)dt 
where H(z, t) = (x — a)'y(t) and F[t, H(z, t)] = (x — a)! f[t, y(t)]. Thus the existence 


and uniqueness of solution of (E) imply the the existence and uniqueness of solution of 
the equation of Theorem 1. 
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Since f[t, y(t)] € (C, Lip), Fl[t, H(z, t)]€ (C, Lip), as we have 

| Ft, H) — Fi, H) | = |(@— a)! | ft, y) — tt, Y.)| 
sAlkw— a) "y — (re — a)'"y,| 
sA|H,—AH,|, 


and the continuity of F is obvious. Hence there exists Z > 0 such that | F(t, H)| <_L 
in some region R’< D which contains the point (a, b). 


Now choose a positive number u such that 


. Lu® 
n ’ BE < ua = i 
)(,y)JEeR if|r—a|l<su, |H—b|< T@ +1) 
Au® 
p) 
2) Te +1) < 1, where A is the Lipschitz constant. 
Let X be the space of all continuous functions H which are defined on the closed interval 
a Lu® . 
Ir _ ne p — TS rei 
z—a|< u and are such that | H(x) —b| < Ta +1) with the metrie 


d(H,, H,) = max, | H,(x) — H;(e) |. 


Then X is a complete metrie space since it is a closed subset of a complete metrie space. 


Consider the mapping TH = h, where 


Ka) =b+ | a — Fft, H(z, t)] dt, 


and |r—a|<u. 


T maps X into itself, for we have 


|ha)—b| = fer H) dt 


a | 











Furthermore we have 


(« — 1) 


Inte) = | ENT ru, nn Fo, ma 





| 
Au 


Ss —— PeET max, | H,(z, x) — H,(z, x) |. 


Since — — up & 7 T < 1, this shows that 7 is a contraction mapping on X. It follows therefore 


that the operator equation TH =H (and consequently equation (E)) has one and only 
one solution. See [6]. 
Example 1. Consider the equation 


(E,) yYı(z) =Ay, O<asi, 


where A is a number, with the condition y®(a) = n. 
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Let 
u (x wi a) 1—1 
y(la)=n T(e) 
Then from the relation 
F x — I) 
y.()=y+ 7 | Be Ya(t) dt (n =1,2,...), 


a 
we find that 


n ka—1 
hs en FE ze-1 (x 5 a) 
an 


Pk) 
and 
ö % eier 
(Sı) y(x) = lim yn(&) De DL I(k«) 


= nE,(i; 2 —.a), 


which is similar to the solution obtained by J. H. Barrett [1], by solving the equivalent 
integral equation. This solution is continuous and unique in an interval not containing 
the point x = a, [3, p. 359]. It also satisfies the initial condition, as we have 


yoda)=n gı zk-1_ (x — a)1» 
k=1 T(k—1a +1) 
and 
Da) = 1. 


Example 2. Consider the equation 
(E,) yD=ay, 0<ası, 


with the condition y'"(0) =. 


To find the solution which satisfies the equation and the initial condition, let 
x—1 


x 
Yyo(z) = )‘ Then we have 





ge “T(2 ee T(2k«) 2*+1s-1 
2 Pi ihr 
va) -Ingtd2T MorBe)---TükFie) 
and 
£ bx*- 1 © T(2 x) - ee x) z2k+1s—1 
S, b 2 
(5,) = Mat’ TarBa---Fükrieg 


This may also be written as 





5 > B(a,2%)--- B(a,2kao) 
(S,) y(x) = b Z, n 1710) a -i 


where B is the Beta-function. The series in (S,) is uniformly convergent in any finite 
interval not containing the origin. Also, it can be easily shown that the solution satisfies 
equation (E,) together with the initial condition. 


Examples with nonlinear cases can also be shown in a similar way. 
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Theorem 2. /f f(x,y)€ (C, Lip) on a domain D of the (xy)-plane and 


sup |f(z,y)|=M <o 


(WED 


then there exists a unique and continuous solution y = y(x) which satisfies the differential 
equation 
y)=fz,y), n—i<e<n, (n =1,2,...), 


together with the initial condition yY" (a) = n,, j =1,2,...,n), in the region R„< D 
defined by 
a<z<a+h, |« —a""y(a)— bn|<k, 
An n—1 - Mi 
"«—n+1)’:% [(a—i+1) 


.. 


Proof. In this case the sequence {y,}; may be defined as follows: 


<kandn,=M. 


where b„ = 


Yy (x) m I nl ze a) 
o\ Te 


i a 
Ynlz =% + [s 2 ll Ya-ı (] dt (n Be 1,4. . .)- 


The proof is similar to that of Theorem 1. 
Remark. When & = n (a positive integer), Theorem 2 represents the well known 
existence and uniqueness theorem of the differential system 
y” = Ita, y) 
y»®a) =, =1,2,...,n), yo(a) = yla), 
in the region defined by: |e—a|< Ah, |y(z) — b„| < k; where 


n hr 


pe y 7 — — 
b URE iz Nn—r Tr 5“ 1) 


n 


<kand=M2|f(e,y)| 


Theorem 3. With the hypothesis of Theorem 1, suppose that y = Y(x) is the solution 
for which Y„(a) =n+6. Then fra <xr <sa+h,öd>0, 
| Y(x) — y(z) | s dE,(A; |r — a|). 
Proof. Let 


Ye + + | Se Merle, 


'% (x) «) 

and 

(z — «)” (e — 
y,(a)=n Te) + [87 fIt, y„_’(t)] dt, 

with Y (x — a)! (x — a) 

ith Y,.(z) = (n + 6) —- Ma) ° Yyılz) =n- Fie .. and (n =1,2,...). Then we have 
n a te] 

Yu(z) — ya) |< 6 S Ar— <6E,(A: | — 
IS Ela; la—al). 


Let n> oo and the theorem is proved. 
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This implies that a small change in the initial conditions may cause only a small 
change in the solution throughout the interval. 


Theorem 4. Let fi(z, Yı, Ya» - - -»Ym), (Ü=1,2,...,m), be real-valued and continuons 
functions on a domain D of the real space (x, Yı, Ya» - + -» Ym). Let fs€ (Lip) with respec 
10 Yı,Yay + + +» Ym, 1. e., there exists a positive constant A such that if (x, Y,ı,Y3,...,Y,) 
and (x, Z,Za,:..,Zm) are contained in D then 


Ifılz,Yı, Y,, .. +Ym)— fılz, 21,2»: . Zu) | s Az Yı—Z:|, 


ERTEITTTEREEEN 


(=1,2,...m). Le sup Filz, Yı,---,%m)|= M< oo. Then there exists a unique W 


(2,9142 + Ym)ED 
(i=1,2,...,m) 


set of continuous solutions Y,(X), Ya(X), - - -,Y„(2) which satisfy the differential equations 
yi” . Az Yo Ya Yym), O<asi, 


together with the initial conditions y* (a) =n,,(i=1,2,...,m), on the set R<D 
defined by 

a<a<Sath, |«—a)yla)—b|<ck, 
Mh Ni 


where k > —— 


Mary 9 Te’ (= 1,2,...,m). 


Proof. The proof is similar to that given for Theorem 1. However, we may mention 
here a brief outline of the proof. 


Define the functional sequences y, „(2), Yan(X); - - -, Ym,n(2) by the relations: 


.  —_. 1\a—1 
Yanla) = Yuo+ | FF hl Yamada Yan lO1dh, 


a 


and 


Y,,0(2) - Ni , (i oz 1, 2, “6 m), (n rg 1, 2, .. .). 


Then it can be easily shown that 


ı (le — a)" | 


I(n« +1)’ 








Yan —Yin-ı | = M(mA)" 


from which follows the existence, continuity and uniqueness of the set of solutions. F 





Remark. Theorem 4 can be extended to include the cases n— 1 <x<n, in the 3 


same way Theorem 1 was generalized by Theorem 2. 


Theorem 5. If f(x, y, y®, y®,...,y-1»)€C and is Lipschitzian with respect % 
y,y9,..., yo), in some domain D of the space (x, y, y'”,..., y"'»)), then there exists 
an interval of x in which the equation 


= fa,y,y9, y,.. „ri, 0<ası, 


has a unique and continuous solution for which y*—»(a) = &, (k =1,2,...,n). 
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Proof. Let z, = y(x). Then the system 


= 2, 
ET 

— Men 

a 

n—1 T pr 

Äh) _ 

. Me f(z, 213 Zgı ++; Zu)» 


with the conditions Z{*”(a) = c,, (i=1,2,...,n), is equivalent to the system given 


by Theorem 4, and thus the theorem is proved. 

Remark. The theorem may be extended to include the cases when m —1 <a<m, 
(m =1,2,...), in a way similar to that described by Theorem 2 as an extension of 
Theorem 1. 

Linear Equations. The definition of linear differential equations of generalized 


order is used here in the same sense of that adopted for the differential equations of 
integer-order. 


According to Theorem 4, the system 


ya) = E Pi tn O<usi, 
er! 
(a) = m, 


(i=1,2,...,m), where p,; and g, are continuous functions of x in an interval (a, b), 
has a unique set of continuous solutions %,(2), Ya(X),-- -, Ym(2). Also we have the 
following 


Theorem 6. /f pı(z), (e =1,2,...,n) and F(x) are continuous functions of x in 
an interval (a, b), po(x) + 0, then the differential equation 


E pil) ya) = Fl), O<ası, 
i=0 


where y'”(x) = y(x), admits of a unique and continuous solution in (a, b) which satisfies 
the initial conditions y**—”(a) = n, (k =1,2,...,n). 


Proof. The proof follows from the above mentioned results of Theorem 4, for the 
equation is equivalent to the system: 





y'” (x) 2 
y”=% 
VD, = Ya 
F(z) DPn(x) Pı(x) 
() _ ER ee : 
Ya pole) Pole)? Pole) ’1 


Remark. It should be noted that Theorem 6 may be extended to include the cases 
m—i<asm, (m =2,3,...). In such cases the solution satisfies initial conditions 
of the forms y„P®Pla) = nu, (j =1,2,...,n),(k =1,2,..., m). This may be illustrated 
by the following example: 
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Let us consider the equation 


y9 =v(e), n—i1<a 


IA 


N. 
We find that 


(1) when 0 <a < 1, we have 


(x — a)®-1 (2 — a)! 
Ada Tara 








y(x) = I®o» +n- 


where y”(a) = n,, y**”(a) = n,; and 


(2) when 1 <a< 2, we have 


iu, ea, kat 
ac Midi ı  * Wilde ı 
ea) ‚ar 


where y'®(a) = n, and y*®(a) = &, (k = 1,2). 


In general if n—1 <x<n then we have 


2 x — a)?*-i ® z — a) 
vi Pot Eng Bi Em... 


where y?*®(a) = nr, and y*®(a) = &, (k=1,2,...,n). 


References 


[1] J. H. Barrett, Differential equations of non-integer order, Canad. J. Math. 6 (1954), 529—541. 


[2] M. A. Bassam (= Al-Bassam), Some properties of Holmgren-Riesz transform, Ann. Seuola Norm. Sup. Pisa 
(3) 15 (1961), 1—24 


[3] M. A. Bassam, On functional representation by a certain type of generalized power series, Ann. Scuola Norm. 


Sup. Pisa (3) 16 (1962), 351—366. 
[4] E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of Differential Equations, New York 1955. 
[5] H. T. Davis, The Theory of Linear Operator, Bloomington, Indiana 1936, 268—291. 
[6] @. F. Simmons, Topology and Modern Analysis, New York 1963, 337—340. 





Eingegangen 13. April 1964 


eg 








oft 


whe 
grou 
and 
con] 
rica 


oft) 
help 


whe 
fielc 


off 
COrT 
ten« 
ing 
of_ 


of 


iner 















Pisa 


rm, 


Notes on elliptie curves. Il 
By B. J. Birch at Manchester and H. P. F. Swinnerton-Dyer at Cambridge 


To Gina 


$ 1. Introduetion 







During the past six years, we have made extensive calculations on cubie curves 
of the form 


(1.1) 


























T: y®z = x? — Arz? — B2? 


where A, B are rational integers. In a previous paper [2], we have shown how _1, the 
group of rational points on (1. 1), can conveniently be found on an electronic computer; 
and we have given extensive tables. In this and subsequent papers, we put forward some 
conjectures connecting it with other more accessible quantities, together with the nume- 
rical evidence on which they are based. 

We begin this paper with a history of our investigations. This may make the rest 
ofthe paper more understandable; and it enables us to acknowledge the very considerable 
help we have obtained from other workers in this field. 


After the work of Siegel [19] on quadratic forms, it is natural to look at the product 
(1. 2) II N,/p, 


where N, is the number of rational points on the curve defined by (1. 1) over the finite 
field of p elements. Write for convenience 


f{P) =IIN,/p over alp<P. 


In the autumn of 1958 we calculated, for a number of curves (1. 1), the behaviour 
of f{P) as P increased. It turned out that the rate of increase of f(P) was fairly closely 
correlated with the number of generators of infinite order of _1; and there was some 
tendency for f(P) to be large when the generators of _A (or more precisely the correspond- 
ing values of x, y, z) were small. We were in fact able to predict the number of generators 
of_A for specific curves /', with fairly consistent success, by examining the values of f(P). 

Since the behaviour of f{P) as P— oo is at least formally linked to the behaviour 
of Z,(s) near s = 1 (see $ 2 below), we were led to make the two linked conjectures: 


(A) If g is the number of generators of _A of infinite order, then f(P) —C (log P) 
a P> oo, and L.(s) = C’(s— A) as s>A, for some constants C,C’ depending on T. 
At this point we ran into difficulties. The value of f(P) oscillates vigorously as P 
inereases, and there seems little hope of being able to find the constant C by this method 


11* 
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with an error of less than say 10°/,. (It takes O(p) operations to calculate N,, so we 
cannot let P become very big without spending an unreasonable amount of time.) Mo- 
reover, the terms of the product (1. 2) corresponding to primes p dividing 6(4 A® — 27 B%) 
are almost certainly the wrong ones; and it was not then known what the right ones 
were. Thus, even if we had been able to find the value of C for a particular curve 7. 
there would have been little prospect of identifying it; this difficulty has since been 
removed by the work of Tamagawa [23]; see $ 7 and later on in this introduction. We 
hope to return to these direct calculations in a subsequent note. 

For those curves J' which admit complex multiplication an alternative approach 
is possible; for in this case it is known that £,.(s) can be expressed in terms of the Riemann 
zeta function Z(s) and Hecke L-series. In particular, for the curve 


(1.3) T=T,: y?z = x»? — Dır2? 
(to which we confine ourselves for the rest of this paper) we have 


(1.4) Ze - re N 


Lo(s) 


where L,(s) is the Hecke L-series defined by (2. 7) below. Formally, Z,(1) = II (N Ip)". 
In the summer of 1960 we found an approximation to Z (1) as a multiple of a reasonably 
rapidly convergent series. In this way we were able with fair confidence to determine 
whether Z,(1) vanished or not; and obtained a good deal of evidence for the conjecture 


(1.5) Lp(l) =0 if and only if g >0, 
which is a weaker form of conjecture (A) above. However, when g = (0) we were still not 


able to caleulate Z,(1) accurately enough to be able to interpret it. 


At this point Davenport came to our rescue, by suggesting that it should be possible 
to express L,(1) in finite form in terms of division values of the Weierstrass p-function 
defined by the equation 





p? = hp? —Ap. 


The details of this transformation are given in $ 3 below. Exact (algebraic) evaluation 
of the formulae given there in a few simple cases — together with a remark of Kneser 
that ‘the answer should be an integer’ — suggested that 


1 
D“4-o:o(D) forrD>0, 
(1.6) L,(l) Pr 


1 
(—4D) *-»-o(D) for D<O, 


where o is the real period of p(u) and o(D) is in general a small positive integer. We 
prove in $ 4, by means of class field theory, that o(D) is in general a rational integer; 
but we can prove nothing about its sign. Using EDSAC II, we caleulated o(D) from 
these formulae in a large number of cases, obtaining the results given in Table 1. 


To compare these results with our conjecture (1.5) we needed to be able to find 
the corresponding values of g. For large D the methods of our previous paper proved too 
slow and we had to use a method tailored to our special eurve (1. 3). This is described 
in $ 5: we do not regard it as novel, but have to describe it at length in the absence of 
any satisfactory reference. All the results we have obtained are compatible with (1.5); 
but there are many curves for which we were not able to find the value of g. 


The rest of this paper is concerned with the interpretation of the integer o(D) 
when it does not vanish. We hoped from the beginning that this would turn out to be 
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8l 


essentially the order of the Tate-Safarevi@ group of I’, (for a coneise popular exposition, 
see for instance Cassels [6]), and this hope was supported by the fact that o(D) was 
always a power of 2 times a square. (Cassels [5] has shown that if the Tate-Safarevid 
group is finite, its order is a square.) But we found it difficult to get the details right; 
the trouble is that if p | 2D then N,/p is not usually the natural factor to take in (1. 2), 
and it was not obvious what one should replace it by. Eventually, much helped by 
prodding from Cassels, we realized that we should replace the product (1.2) by r(D), 
the Tamagawa number of the curve I’, (see [23]). This t00 is an infinite product, and 
differs from (1.2) only in finitely many terms; the details are described in $6. We 
conjecture: 

(B) /f g = then the order of the Tate-Safarevi£ group of T', is n?(D)/t(D), where 
n(D) is the number of rational points on T',. 

We can almost interpret this in terms analogous to Tamagawa’s form of Siegel’s 
theorem. For there is a natural group structure on the set of points lying on everywhere 
locally soluble coverings, and its Tamagawa number is r(D) times the order of the Tate- 
Safarevi© group — in other words, n?(D) according to our conjeceture. That the factor 
involved should be the square of the number of rational points rather than the number 
of rational points seems a little odd; subsequently, this has been partly explained by 
Cassels [7]. 

The tangible evidence for our conjecture (B) is not great, for unfortunately little 
is known about the Tate-Safarevi© group — indeed there is not even any case in which 
it has been proved to be finite. We have never computed more than its 2-component: 
inevery numerical case this at any rate has the order suggested by the conjecture. Thelabour 
involved in finding any other component appears to us prohibitive. We note that in 
our tables r(D) is always a perfect square, as it must be in order to be consistent with 
Cassels’ work. But at Stockholm we were informed that Safarevi© possessed results which, 
in view of the values for r(D) given in Table 2, seemed inconsistent with our conjectures. 
Recently, Cassels [7] has given additional evidence which helps to confirm our conjecture; 
and the analogy with the work of Ono [18] is very striking. 

Certain cases of the function field analogue of (A) are known to be true [20]. In 
particular, Mumford has shown that two elliptic curves over a finite field are isogenous 
if and only if they have the same number of rational points (in the classical case, and in 
older language, this must have been known to Weber; see $ 113 of his Algebra [21]; 
see also Manin [26]); he deduced the analogue of (1. 5) for an elliptie curve with coeffi- 
cients in a finite field k, considered over a function field of genus 1 over k. Tate [27] has 
given conjectures concerning the zeta function of a variety over a finite field which 
generalise this analogue, and which he has confirmed in many cases. 

In conclusion, we must apologise for our rather considerable delay in publication; 
we hope that no harm has been done, since fairly detailed accounts of our results have 
been publieised — in particular, Cassels was kind enough to desceribe our work in his 
Stockholm talk [6], and one of the authors has given an account in a lecture delivered 
in Pasadena [3]. The informed reader will recognise that this introduction is already 
somewhat dated. 


$ 2. The zeta-funetion of T 


Suppose that J'is defined over the rationals by (1. 1), and is a complete non-singular 
curve of genus 1. For almost all p, the curve defined by (1. 1) over the finite field of p 
elements retains these properties; and if it contains N, points defined over this finite 
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field, its zeta-function is 
; Bi zn 124 se em. 3 At a rh 
li MT pn 
The global zeta-function of I’ is therefore 





Us) &s— 1) 


(2. 2) Sr(s) .n I r,,(8) .. Lr(s) ’ 


where £(s) is the usual Riemann zeta-function, 
(2.3) Li) = If + (N, —p— dp + pP 


and finitely many factors in the product may not be the most natural ones. Formally 
we have 
LU) = IN, Ip"; 


but for general I’ the product (2.3) is only known to converge in R(s) ae and it is 
not known whether it can be continued analytically outside this region. 

If T (possibly defined over an algebraic number field) admits complex multi- 
pli>ation, Deuring [9] has shown that Z,.(s) can be analytically continued over the whole 
plane and satisfies a functional equation. By this means he also found a natural form for 
the missing factors in (2. 3), namely that which makes the functional equation as simple 
as possible. 


For the special curve 
(2. 4) T): yYz = x»? — Dı2? 


of this paper, it is simplest to use the known explicit formulae for N,. For convenience 
we start by recalling some properties of the quartic residue symbol. Suppose that » is 
an odd Gaussian prime and u any Gaussian integer prime to v. Then we define the quartie 


residue symbol (*) to be that power of i which is congruent to 
\r/ı4 


ud mod », 


where N stands for the norm. This is multiplicative in v, and we extend it to be multi- 


plicative in » by the condition 
ORICICN 
\Yı92/ı Yıla\Yala 


We also write („/v), = 0 when u,» are not coprime. The prineipal properties we shall 
need are that (z/v), = 1 for u,» coprime and real, and the law of reciprocity (see for 
instance [12]). This latter says that if „,» are odd and congruent to 1 mod (2 + 2i) — 
which can always be achieved by multiplication by a unit — then 


Dekan) 


where the sign is negative if both u and » are congruent to 3 + 2i mod 4 and positive 
otherwise. 

Return now to the curve (2.4), and assume for convenience that p+2D. For 
p = 3( mod 4) we have simply N,=p-+41. If p=1 (mod 4) we can factorize it in 
Gaussian integers 


p=nn with z =1 (mod 2 + 2i); 
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Me: 


d -[D 2 
I (1 + p!°)1 n 1 -3( P’—alz) u 4) 
T /a 7/4 


p =3(4) p=1(4) 


D # 7 
RO RENn 
a=1(2+2i) ‚a Jı (Na) 
where the product is taken over all relevant primes, real or complex, in the Gaussian 


field Q(i). Note that Z,(s) differs rather trivially from Z,.(s) in that it does not contain 
factors corresponding to the primes which divide 2D. Hence finally 


) er (?) r 


so=1@4+23)\ 0 Ja (No)° ’ 


then (see [8], [22]) we have 
(2. 5) N=p+1—äl 


Putting these results together we obtain 





—1 





I 


(2.6) L,(s) 


—] 


(2. 


which is an orthodox Hecke L-series with Größencharakter (see [15]) 


Over the rational field, the curve 7’, is 2-isogenous to 
T_n: Yz =2°’+4Dı2, 


the isogeny arising from the rational 2-division point (0, 0, 1) on 7". It follows that the 
two curves have the same value of g, the number of generators of infinite order of 1; 
and since —4 = (1 + i)! they have the same N, zeta-functions and L-series. However 
they need not have the same Tate-Safarevil group; for examples see [2], $ 4. 

Even though 7’, is defined over the rational field @, from certain points of view 
its natural field of definition is the Gaussian field Q(i). This is the least field over which 
the complex multiplication on 7’, is defined; and it is the field of definition of the quartic 
residue symbol. Over @(i), 7’, is birationally equivalent to /'_,, instead of merely iso- 
genous. Suppose that _A,; is the group of points on I’, defined over Q(i), where we still 
assume D to be rational. In virtue of the complex multiplication on /',, we can regard 
A; as a Z(i)-module; and it then has as many generators of infinite order as does _1 
regarded as a Z-module. We prove no relations between the various Tate-Safarevil 
groups involved, though some are implicit in our conjectures; clearly the Tate-Safarevic 
groups of /', and /'_,, can only differ in their 2-components. 

It remains to consider the zeta-function of ZT’ over Q(i); and here it costs nothing 
to take Dto be a Gaussian integer. If p = 3 (mod 4) is a rational prime then 


i D D 
werrela)erle); 


p p 
frz = 1 (mod 2 + 2i) is a complex prime then 
) 


a1 Dı 


ass 1-32) —a( 
4 


n 
Arguing in much the same way as before, we find 


Eros) = Sn) Fans — 1) 

le Lo(s) Lo(s) 
where Z,.,(s) is the zeta-function of the field @(i) and Z,(s) is still defined by (2. 7). 
Thus in particular, when D is a rational integer £,..4,(s) can easily be written in terms 
of Z,(s) and of well-known functions not involving [". 
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$ 3. Formulae for L, (1) 


We have now to derive from (2. 7) an expression for Z,,(s) which can be analytically 
continued as far ass =1 and is such that Z,(1) can be written in finite form. Since 
the extra generality costs us nothing, we shall assume only that D is a Gaussian integer; 
however, the important case is when D is rational. We may also assume that D is fourth- 
power free; for multiplying D by a fourth power only changes finitely many factors in 
(2.6), and changes those in an obvious way. 

We write D=EF, where E = 1 mod (2 + 2i) and F is the product of a power 
of1 + iand a unit; and we define A to be the product of the distinct primes dividing E, 
normalized so that A = 1 mod (2 + 2:). If D is real, so are E, F and A. For 
convenience we also write e = (—1/E),, sothat e = +1 1ıf E = 1 mod 4 and e = —I 
if E=3 + 2i mod 4. Remembering that o = 1 mod (2 + 2i) where o is the variable 
of summation in (2. 7), and using the law of quartic reciprocity, we have 


D E\ /[F o\ [eF 

MN > (5 ) de (). (7). ” (2). Fr 
Here the first factor on the right only depends on the residue class of « modulo A, and 
the second factor on the class of « modulo 16. Let X be such that (2 + 2:) | X, that 
K|16 and that (eF/o), depends only on the residue class of o modulo K. (We could 
take K = 16 always, but a smaller value of K reduces the complexity of some of the 
later formulae and so also the time taken in computation. We may for instance take 
K=8ifFisrea, andK=4 if F= +1.) 

Now let B be a set of representatives for the residue classes modulo A, and let € 
be a set of representatives for those residue classes mod ÄK which are congruent to 
1 mod (2 + 2i). We can write 


o=KAu+KPß+ Ay 


where u is a Gaussian integer, € B and y€C'; and we can replace any sum over o by 
a triple sum over u, ß and y. For convenience we write o = Kß + Ay. It follows that 
we can rewrite (2.7) in the form 


_ „[2? KAn+o 
E24) - 2(.),2 wire o)} 





in which provided E +1 we have 


D K\ [eF\ (ß\ [eF 
er (lv zAerArzAzeR 
0 Ja E an A 4 E ı«\Y Ja 
We have next to find a more convenient expression for the inner sum in (3. 2). 
For & not a Gaussian integer, we write 


Bat en - = (1% Ka). 
Tut Filet Tal at, 





Since the expression in curly brackets is O(#””*"), this defines an analytic function 


i 1 h AN \ 
efsin R(s) > „; and since the series is uniformly convergent near s = 1 we have 


1 
ura 





ve)-1+ z/ 
“&  n+0 


1 & 
rar 5) = £(«) 
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where &£ is the Weierstrass zeta-function with periods 1,i. On the other hand, if A(s) 
is Jarge we can rearrange the terms in (3. 4) to give 


+ u ’ 1 
> Ken _ m y‘ 1—ı P.> REN 
.;‚ | +a|® A 2 Wa 
= yla, s) + 4a (1 — 5) Law (8); 


for the other sums vanish on combining the terms arising from + a, + iu. This provides 
an analytic continuation of the left hand side. Substituting into (3. 2) we obtain 


In particular, since (s — 1) &44(5) > on as s>1, we have 


res @ . pe 
(3. 5) L,() = KA - ( 0 Ela) N(KA) au | 35 


Since this expression does not depend on the particular choice of representatives o of the 
residue classes mod KA, we see that 


E&u+1)=E£(u) +2, Eu+ti) = E(u) — ni. 


In particular, since & is odd it follows that 


0 A Fl ie 


Provided that E + 1, we can express the right hand side of (3. 5) in terms of the 
Weierstrass @-function. In order to simplify the algebra later, it is convenient to make a 
change of period. Throughout this paper, we shall therefore denote by p(u) the Weierstrass 
p-function with periods ®, io, where 


1 n 


o=2ze "Mi — e?") = 2.6220575... 
has been chosen so that p(u) satisfies the equation 
(3. 7) p”? = 4p? —Ap. 


The Weierstrass p-function with periods 1, i is therefore p(wu); and (see [25]) we can 
write the addition formula for &(u) in the form 





3.8 u-+?v) = v ‚vie — elon 

(3.8) Eu +0) = Eu) + Ko) +0 ya zlan)) 
In this we write u = y/K,v = ß/k, giving an expression for £(o/K A) in terms of functions 
with simpler arguments. If we substitute the resulting values in (3.5) and add to this 
the equation derived by writing —ß for 8 throughout, many of the terms cancel. In view 
of the shape of (3. 3), we split cases on the value of e = (—1/E),. 


lfe= +1, then (D/o), is not affected by replacing ß by —ß and so we obtain 
1 D y ny 17) D p'(yo/K) 
Re) 
TRIER) RI t IKZ ZN) PDolR) —PlBoTA) 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 12 
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In the first term on the right, the sum over ß is effectively S(ß/E), = 0, since E is not 
a fourth power; hence this term vanishes and we have 








D p'(yo/K) 
.9 ENT a, . due‘ in 
u ur z( 0 a el 
If e = —1, replacing $ß by —ß changes the sign of (D/o), and we therefore obtain : 
1 D nB 
ee EN En, 
‚Y 3 ’ 
id. ( 2.) FEN pP (Bw / A) 
2kA 3,\o Juplyo/K) — 


(Here the terms for which ß| A are defined to be zero.) If eF is not an exact fourth power, 
then the sum over y in the first term on the right is effectively S(eF/y), = 0; henee 
this term vanishes. If eF is an exact fourth power, the first term on the right of (3. 10) is 





K Bk B\ aß] 

3. nn x OR 

2 sale) 
since there are 2 KK values of y to sum over. Writing iß for $ and adding, we see that 
(3. 11) vanishes if (i/E), = —i. If (i/[E), = i we can evaluate (3. 11) by writing (1 + i)B 
for $ and using ß 

s N ’ o(1 +3) pl(wu) 
(3. 12) &(ul + ))= A — Eu) +. Be 


"which is a special case of (3. 8). We find that (3. 11) is equal to 


Ko ‚fi+i\)- „/[BKA+ü\ p(Bßo/A) 
rel el ne 


In the excluded cases when E = 1, we can evaluate Z,(1) directly from (3.5); 
for the values of &(u) needed can be obtained from (3.6) and (3. 12). 


w 


For explieit numerical calceulation on an electronic computer, it is expedient to f 


carry out the summation over y algebraically. We assume that D is a rational integer, 
so that we have e= +1, and that D is not divisible by a fourth power nor, since 
L,n(1) = L_,(1), by 4. There are therefore four cases to consider. In each of them we 
write for convenience p for p(ßw/A). The sums concerned are taken over all € B; but 
it is enough to consider the $ prime to A since the terms with ß not prime to A each vanish. 


Case 1: D= 1 mod 4. Now we have E = D, F =1. If we choose K = 4 we obtain 
for D=+1, 


(3. 13) L,() -72(5), a, —r. 





Alternatively, we may take K =2 + 2i and obtain, still for D +1, 


Bm 
(3. 14) Lt)=54 (2) or: 





For the excluded value D =1 we find L,(1) = zo. 


-H(ßw/A)' 


D4 


For 


For 


For 


func 
the 

near 
argu 


The 


are 


Sett 
to (£ 
is € 
ratic 


prin 


wher 


coef} 








not 


tain 


wer, 
ence 
0) is 


3. 


nt to 
‚eger, 


since 


m we 
; but 
ınish. 


btain 














Birch and Swinnerton-Dyer, Notes on elliptie curves. II 


87 


Case 2: D=3 mod 4. Now we have E=—D, F=—1, K=4 and obtain for 
D+—1 
£ an, ac ah. 
(3. 15) Lt -2(-7), Pe —p—1' 


For the excluded case D = —1 we find L_,(1) = Tay3. 


Case 3: D = 2 mod 8. Now we have E = 2D F=2,K=8and obtain for D=+2 


31) 2-2 A pe — Ne +P—1) 





Er 
a 


For the excluded case D = 2 we find /,(1) =. 





Case 4: D =6 mod 8. Now we have E = BD, F=2, K=38 and obtain for 
D+—2 
en 
3.47 _ »]2 (4 P— 1) 2 +1? +(p? +2 — 1)? 
ee" Inn ER 1)! — 32p? (p? — 1)? 


4 
For the excluded case D = —2 we find L_,(1) = 4 o|Y2. 


$ 4. Proof of integrity 


It is well known [21] that the division values of p and p’ are in general algebraic 
functions of g, and g,, and so in our particular case algebraic numbers. It follows from 
the results of $ 3 that &’L,(1) is an algebraic number; in this section we consider how 
nearly it is a rational integer. We deal only with the case when D is rational: but similar 
arguments could be used in the Gaussian case. Our object is to prove 


Theorem 1. Let D >1 be a positive integer, fourth power free and not divisible by 4. 
Then 


1 1 
DiLn() „g DL) 
[07 1097 
are rational intiegers. 


The theorem holds for D = 2, from the explicit values given at the end of $3. 
Setting aside this case, we may therefore make use of (3. 9) and its consequences (3. 13) 
to (3. 17). The proof of the theorem now falls into two parts. The first part (Lemmas 1—5) 
is concerned with integrity and is entirely elementary; the second is concerned with 
rationality and makes use of results from classical class field theory. 

For convenience, in dealing with algebraice integers, we shall use ‘odd’ to mean 
prime to 2, and ‘even’ to mean not odd. 


Lemma 1. Let « be an odd Gaussian integer. Then 
p(xu) = P,(ptu))/Qz(P(u)), 


where P,, Q, are polynomials of degrees ««, as 1) respectively with Gaussian integer 


coefficients; P, has leading coefficient 1 and Q, has leading coefficient « and constant term 
+ior +i. 


12* 
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We know that p(xu) is an even doubly-periodie function whose only singularities 
in the period parallelogram are «x double poles at the «-division points. These include 
the origın but none of the midpoints. It follows, by well-known results on doubly-periodie 
functions, that we have 


p(xu) = P,(p(u))/Q?(p(u)), 


where P,, Q. are polynomials of degrees «x, : (xx —-1) respectively. Moreover, the zeros 


of Q, are just the distinet finite values of p(u) at the «-division points, while the zeros 
of P, are the values of p(u) at those (1 + i) «-division points that are not «-division 
points, taken with their correet multiplicity. 

We now normalize so that Q, has leading coefficient &. Since for small u we have 


p(u) u, plau) mau”, 
it follows that P, has leading coefficient 1. We shall prove the remaining statements in 
the lemma by induction on the value of «xx, since they obviously hold when « is a unit. 
In the identity 


s h 2 
we write v=au, w=(1 + i)u. Since 
(u) — 1 
(4. 2) p(ull + l)) = er 
we deduce 


Gar ni \e—1)Q—2ipP, 
Here the left hand side is in its lowest terms; for from the results above no P can havea 
zero in common with a Q@. But the numerator and denominator on the right have (after 
squaring) the same degrces and leading coefficients as those on the left. Hence they are 
equal, giving 


Parızı Pa-ı-i [e BP. ee 


Passt Pant = (pP? — ıPp,+ 2ip0QP, 
Qu Qi = (pP — 1) —2ipP,. 


We have also the similar results obtained by writing —i for i. Now therefore, if n =1, 
—1,ior—-iand if the assertions of the lemma hold for x — n(1 + i) and for « — 2n(1-ı), 
then they hold for «. But it is geometrically obvious that if « is an odd integer not a 
unit then we can always choose n so that both «&— n(1 + i) and «&— 2n(1 + ı) are 
strietly smaller than «. The truth of the lemma now follows by induction. 

Lemma 2. Let A be an odd square-free Gaussian integer, not a unit; and let ß be a 
Gaussian integer prime to A. Let 

Ama)  jf A is prime, 
p(4) -| 
1 otherwise. 

Then »(A) p(ßw/A) is an algebraic unit. 


Suppose first that A is prime. Then the p(ßw/A) are just the roots of Q,(x) = 0. 
Moreover they all generate the same field K over Q(i); for given any ß,, ß, prime to 4 
we can find an odd « such that ß, = aß, mod A, and so 


P(Bzw/A) = plaßıw/A) 
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is a rational function of p(f,@/A) over Q(i), by Lemma 1. Since they are the roots of 
Q,(2) = 0, the p(ßw/A) each have numerator a unit and denominator a factor of A; 
and not all of them are integers. Let q be a prime ideal in X which divides the deno- 
minator of P(ßıw/A) to exactly the r'* power, where r > 0. For any ß, prime to A we 
define x as before. Then «& is prime to q and hence, using Lemma 1 again, q divides the 
denominator of 


P(ßzw/A) = P,(P(Bw/A))/Qz(P((Bı@/A)) 


to exactly the r'* power. It follows that all the p(ßo»/A) must have the same denominator, 


up to a unit; and hence this must be p(4), for there are 7 — (44 — 1) such denominators 
and their product is 4. 


Now suppose that A = 4,4,, where A, and A, are coprime and not units. Then 
p(ßw/A) is a zero of Q,/Q,Q,,, which has integer coefficients the first and last of which 
are units. Hence p(ßw/A) is itself a unit. This completes the proof of the lemma. 


Lemma 3. Let y,, y» be odd Gaussian integers, y, being square-free, and ltr >1 
be a rational integer. Then p(yıw/ys(1 + if) is an algebraic unit. 


Without loss of generality, we may assume y,, y; coprime. We first prove that 
p(yıo/yz(1 + i)) is an algebraic integer. If y, is a unit, then 
plyoly(i +0) = Poli +0) = 0. 


If not, we have 


(4. 3) plu)plu+o/(t +) = —1 


since, after (4. 2), the roots of 
(4. 4) =? — 2irp(ull +i))—1 = 0 


are p(u) and p(u + w/(1 + i)). But if we write u = y,o/ya(1 + i) then 


__ e(yıt Y2) 
rn puren 


is an argument to which we can apply Lemma 2, with y, for A. This and (4. 3) show that 
plyıojyg(1 + i)) is E(y,) times an algebraice unit, and is therefore an algebraic integer. 


The lemma now follows by induction on r; for since p(u) is a root of (4. 4) we see 
that p(u) is an algebraic unit whenever p(u(1 + i)) is an algebraic integer. 


Lemma 4. Let r >0 be a rational integer; and let ß, y, A be Gaussian integers of 
which A is odd, square-free and not a unit, ß is prime to A and y is odd. Write A =1 — 2”, 
and define g(A) as in Lemma 2. Then 

2’ y(A) {plBw/A) — Plyolli + i)} 
is an algebraic unit. 


For r =1 we have A =0, p(yo/(1 + i)) = 0, and the result is precisely that of 
Lemma 2. We now proceed by induction on r. From (4. 2) we have 





6) Pl +) pl +) = ee ee. 
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In this we write v = Bo/d, w=yow/(1 + i)’, and assume the Lemma true for r — 1, 
Write for convenience # for an arbitrary algebraic unit, not necessarily the same from 
one occurrence to the next. By the induction hypothesis we have 


pleti +))— plw(l + i)) = 2’9/p(A). 
By Lemma 3 with y, = 1 and Lemma 2 we have 
2p(e) plu) = 29/p(4). 

By (4.1) and Lemma 3 with y, = A we have 

pl) tw) +1 = dipl) — plu)}. 
Combining these three results with (4.5) we obtain 

le) — Pu)? = 2PR9/p?(A), 
and this proves the lemma. 
Lemma 5. Let D be a rational integer, fourth power free and not divisible by 4. Ij 

D=+1 then a wa!L,(1) is an algebraic integer. 


Here A is defined as in $ 3. From the actual values of Z,(1) we verify that the 
Lemma is true for D= +2; thus we need only deal with the cases in which one of 
(3. 13) to (3. 17) hold. As in the proof of Lemma 4 we shall write d for an algebraic unit, 
which need not be the same from one occurrence to the next. Now, using Lemma 4, 


P—2p —1 Ie-e(ze)! Ir #(zo + zio)) 2° 9/9°(4) 


and 
# ı 
p+i= P—el[zie) = 2” 9p(A). 


7 
Hence each term on the right of (3.13) or (3.15) is of the form »d@(A)/2* A. But 
in each of these sums the terms given by ß and by —ß are equal. Hence the right hand 


3 i 
sides are wp(A)/2%4 A times algebraic integers, and since p(A) is an algebraie integer this 
proves the lemma in these two cases. 


In the cases given by (3. 16) and (3. 17) we argue similarly, using in addition the 
facts that 


(P2p — 1) — 32p*(p? — 1)? = 2°9/9°(A) 


since the left hand side is the product of eight terms of the form 


Ir rlz yo)! with y odd; 


that 
pP —1 = 20/g%(A), 
pe +1 = Pojge(a), 
1 
p—1 = 29/p(4) 
and 


pP + 2p 1 = X9/g%(a), 


all similarly derived from Lemma 4. The rest of the proof goes through exactly as before. 
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Lemma 5 is the strongest result which we can obtain from elementary divisibility 
arguments. We now turn to the question of rationality. Here we need to quote classical 
results of class field theory over Q(i). The relevant part of the Kronecker Jugendtraum 
(see Fueter [11] or Hasse [13]) is normally stated as follows: 


Lemma 6. Let u be a Gaussian integer, not a unit. Then the strahlklass field mod u 
over Q(i) is generated by p*(xw/u), where « is uny Gaussian integer prime to u. If this field 


is K, and if p is any Gaussian prime not dividing u, then the Artin symbol en) is the 
automorphism which takes p*(xw/u) into p(apw/u). p 


The fact that p is only defined up to a power of i is irrelevant; for the value of p? 
is not changed by multiplying its argument by a power of i. Unfortunately Lemma 6 
is not in the most convenient form for us, since it deals with @? rather than with p. We 
therefore rephrase the relevant special case of it as follows: 


Lemma 7. Let A be an odd square-free Gaussian integer, not a unit. Then the strahl- 
klass field mod 2A over Q(i) is generated by p(xw/A) where « is any Gaussian integer prime 
to A. If this field is K, and if p is any Gaussian prime not dividing 2A, normalized so that 


p=1 mod 2, then the Artin symbol (RR) is the automorphism which takes p(xw/ A) 
into p(apw/A). ur 


Let K be the strahlklass field mod 2A over @(i). Since 


o(2x-+ A) plaw/A)+1 


rongs 
the field generated by p(xw/A) over Q(i) contains p?(Bw/2A) for some 8 prime to 2A, 
and so contains K. 

To deduce Lemma 7 from Lemma 6, we have still to show that p(xw/A) is in K 
and is correctly transformed by the Artin symbol. Since we can alter « by a multiple 
of A, we may assume that x = A mod 2. We shall now prove — which is clearly sufficient 
for our needs — that p(«w/A) can be written as a rational function of p%(&xw/24A), the 
funetion being defined over Q(i) and being independent of «. 

For any Gaussian integer v, p(vu) is a rational function of p(u) defined over Q(i); 
this follows from (4. 2) and Lemma 1. Moreover, it is an odd function; for writing iu 
for u changes the signs of both p(u) and p(vu). Hence p?(vu) is a rational function of 


p*(u), defined over Q(i). Let y = ze — A) and choose » so that 2» and A| (e—1). 
Then p%(yo/A) = p*(vaxw/2A) is a rational function of P*(xw/2A), defined over Q(i) and 
independent of x. Moreover 

pa 2A)+YEyE/NHN 

{P*(aw/2A) — 1} {p*(yw/ A) — 1} 


Combining these results, we see that p(xw/A) can be written as a rational function of 
9:(xw/2A) defined over Q(i) and independent of & (since » is so). This completes the 
deduction of Lemma 7. 


p(xw/A) = 





Corollary. Let R(x) be a rational function of x defined over Q(i), and let D be a rational 
integer. Then with the notation of $ 3, 


(4.6) E2(5), R@BolA)) 
is in Oli). 
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1 
For let K be defined as in the proof of the Lemma. Then Et is in K; for if p prime 


to 2E is a Gaussian prime it splits in Q(i, ENIAK) if and only if (Z/p), = 1; and this 
depends only on the residue class of p modulo 24, by the quartic reciprocity law and 
the rationality of E. Moreover, the general automorphism of K/@(i) is that which takes 
P(xw/A) into P(Axw/A) for each «, where A is prime to A and A = 1 mod 2. By the 


1 
identification of the Artin symbol in Lemma 7, this also takes E* into (AJE)E*, and 
hence merely permutes the terms of (4.6). Thus this expression, being unchanged by 
each automorphism of K/@(i), must be in Q(i); and this proves the Corollary. 


We can now return to the proof of Theorem 1. Let D be a rational integer, fourth 
power free and not divisible by 4, but not necessarily positive, and suppose |ID|>2. 
Then one of (3. 13), (3. 15), (3. 16) or (3. 17) is valid. It follows that Z,(1) is real; for 
the set B over which the sum is taken may be made to consist of real numbers and 


1 
complex conjugate pairs. Moreover D*wo!L,(1) is in @(i), by the Corollary to Lemma 7. 
Sinee —4 = (1 + ı)#, it follows that the two expressions in the Theorem are rational 
numbers. But by Lemma 5 they are algebraic numbers whose denominator is at most 


3 
(2A)*. Since the only rational integers which divide this are +1, it follows that the 
expressions in Theorem 1 are rational integers. This proves the Theorem. 


$ 5. Estimation of g 


In order to produce Table 1 below, we need also a method of estimating g, the 
number of independent generators of infinite order of _1, the group of rational points 
on I’). We cannot do this by the methods of our previous paper, since they would be 
intolerably slow when D is large. Instead, we use the fact that multiplication by 2 can 
be written as a product of isogenies. The arguments involved are well known, though 
we cannot find them explicitly in the literature (compare the theses of Billing [1] and 
Lind [17]): we have stated them in unusually pompous form to be able to use the an- 
alogy with the work of Cassels [5]. 


We extend the definition of v-covering to the case where »: (',—( is an isogeny 
of elliptic curves instead of an endomorphism. We assume that » is defined over the 
rationals and is an n to 1 mapping; and we write o, o, for the zeros of (‘, (), con 
sidered as Abelian groups. There is an isogeny »,: (. > (', such that the composite maps 
vv, and »,v are multiplication by n on (‘, (), respectively; and », is also defined over 
the rationals. We say that there is a v-covering of (‘ if there is a curve D defined over 
the rationals and a commutative triangle 


GC 
PR 


with associated generic points 


Tı —>tr= vTı 


Pl 
X 


where X—>zx is over the rationals and X x, over the complex numbers. Another 
curve D’ and its associated mappings give the same »-covering if and only if there 
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is a birational mapping X» X’ over the rationals and a point d, on (), with vd, = o 
such that the diagram 


X «—ız, 
(5. 1) Pen 
Xr=a+b, 


is commutative. There is a natural law of composition of v-coverings inherited from the 
law of composition of homogeneous spaces over (‘,; and under it they form an Abelian 
group. We are interested in two subgroups: G,, the group of those coverings for which D 
has a point in every p-adic field including the reals, and G/, the group of those coverings 
for which D actually has a rational point. If _A, _A, are the groups of rational points 
on (‘, (), respectively, then G/, is isomorphie to —A/v._,. 


For convenience of notation, when we use n as an endomorphism it will always 
refer to the map (> (/. Now we have n = »,v and so, using square brackets for the order 
of groups, 

[AA] 6A ln] 
Number of cosets of v,_1 in _A, which meet »!o 
au g=t [6,1165] 
[Ant A arrol/[ Anno] 





(A/n_1] = 





Here the denominator only depends on the rational »-division points on (, and so can 
easily be calculated. 


We can obtain this result, and somewhat more, by a different argument. Suppose 
that D represents an n-covering of ('; then we can find D, so that the extended diagram 


"GC 
(5. 3) Be 
D—D, 


is commutative. Here D->D, and D,—(. are defined over the rationals, and (, > D, 
is over the complex numbers. For let X be a generic point on D and let 9: D>(., be 
the map (over the complex numbers) defined in the obvious way. The support of 
g"{p(X)} is a divisor defined over Q(X). Let its exact field of definition be Q(X,); 
then we may define D, as the curve whose generic point is X,, and now the assertions 
above are obvious. 


The right-hand part of the last diagram provides a v-covering of (); and it is easy 
to show that this depends only on the original n-covering and not on its realisation. 
Moreover, this process is compatible with the law of composition of coverings. Thus 
we have homomorphisms G,>G, and G/>G/; and the second of these is onto since 
any D, which contains a rational point can be lifted back t0 aD. 


We now find the kernels of these mappings. If D is in the kernel of G„—>G,, then 
we may take D, in (5. 3) to be (‘, and the map D, + (), to be the identity. Thus any 
representation of an n-covering in Ker (G„—>G,) is a representation of a v,-covering in 
G,, and vice versa. Since the condition for two representations to give the same covering 
is strieter for »,-coverings than for n-coverings, there is a homomorphism G, >G, such 
that G, >G,—>G, is exact. 
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It remains to find the kernel of G, —G,. If a representation of the trivial n-covering 
of (/ is given by 


Ch —([ 
/" 


+ 


ra 
t 
u 
D 4 


then D contains a rational point and may therefore be taken to be a copy of (.. Thus 
we get just n? effectively distincet representations, the birational maps D(. being 
22x d for the n? distinet n-division points on (‘. A representation here gives rise to a 
representation of a v,-covering if änd only if the map D — (), is defined over the rationals; 
that is, if »,d is rational. Two of them give rise to the same »,-covering if and only if 
the difference of their d’s is the sum of a rational point and a »,-division point. Hence 
the order of the kernel is 


[A ar"o] 


number of cosets of »7'o, in n'o which contain rational points 





This is celearly just the denominator of (5. 2), and so we have 


[G,1I6,) 


(5. 4) [G.] S [Anrvwio)] we nr o]/[_ Inn! o] 





(The inequality sign here arises because the homomorphism G,—G, need not be onto.) 
Similar arguments work for the groups G’; and since G,—G/, is onto, we have (5.2). 


We now apply these arguments to the particular case that interests us, writing 
C=T;: y’z = x’ — Dz2, 
G=[I_..: #2 = A +4Dz.2. 
We take n = 2, and define » as the map (/,—>(. given by 
(&: Yı, 2) >[22,(2f + ADz}), y‚,(2«7 —4ADzi), 8272,] 
and », as that given by (x, y, 2) > [y?z, y(x? + Dz?), «?z]. Then we have 


Lemma 8. There is a natural isomorphism between the v-coverings of I‘, and the ; 
elements of Q*/Q*?. If (a) is any element of Q*/Q*?, the corresponding curve D may be | 
taken to be 


(5. 5) D: as? = at! —D. 


We follow the proof of Lemma 4 of Cassels [5] II. Let x, = (x, Yı, 2) be generic 

on (), and write Then 
1 & 

z =v2,,1t = yıl3a?z,. extern 


I cur 
Then we have y7/x? = Ax/z = Aat?; and if D is the locus of (x, t) it follows that Ds 


defined over the rationals and is in birational correspondence with (, over the complex 
numbers, and that the induced map D— (! maps (x, t) on x. Hence we have a v-covering. 
If we write y/z = ast then D takes the form (5. 5). 


Conversely, let d be the point (0, 0, 1) on /'„, and let D be the curve of the v-covering 
with generic point X corresponding to x,. The inverse image of od on D is rational 
and linearly equivalent to zero; hence there is a function f(X) defined over the rationals 
with this divisor; and since x/z has divisor (0”'d)? it follows that x/z = af?(X) for some 
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ring rational «. The class of a in Q*/Q*? does not depend on the choice of f; and it is easy to 


show that the two correspondences we have set up are inverses. This proves the Lemma. 


We note that if D is everywhere locally soluble then we may take a to be a factor 
of D; for if p is a simple prime factor of a not dividing D then the three terms in (5. 5) 
are all divisible by different powers of p and so the equation is impossible. If a | D then 
we need only examine the solubility of (5. 5) in the reals and in those p-adic fields with 
p|2D; for the other fields it is trivially soluble. Hence it is easy to find G,, and 


hus similarly G,. 


eing 
toa 
als; 
Iy if 
ence 


If, as in our previous paper, we write 2‘ for the number of elements of order 2 in 
the Tate-Safarevil group of /',, so that 2 is the order of G,/G;, then we can express (5. 2) 
and (5.4) as follows: 


Lemma 9. Write 2” for the order of G,, and define A, A,, A, similarly. Then we have 


(5. 6) „ri sHiSir ec 








In proving this we have to split cases. If D is a rational square, the order of G, 
is 2?*'*2 and the denominator of (5. 2) is 1; otherwise the order of G,„ is 2°*'*! and the 
denominator of (5. 2) is 2. Similarly for (5. 4). 


For historical reasons, A + A, — 2 is called the number of first descents; it is easy 
; to show directly that it is non-negative. In general, there need not be equality in the 
nto.) F second equation (5. 6). We shall write G# for the group of those v-coverings of /’, which 
).2. P can be lifted back to everywhere locally soluble 2-coverings, and define A* by analogy 
iting © with A; similarly for A*. Then 


gt+tt=4"+ 4, —2, 






and it may be shown by the methods of Cassels that A — * is an even integer. Since 
T, and T_,, may have different Tate-Safarevit groups, A — A* and A, — A* need not be 
equal; we have many examples of this phenomenon. 


Most of the cases with g = 0 in Table 1 were obtained at once from Lemma 9; 
but when t > 0 for one of the curves /’, or ['_,, it was necessary to do a further descent. 
d the EB The next step is to find A*, and for this we use 
ıy be E 
’ : Lemma 10. Let (5.5) be a v-covering of I’, which is everywhere locally soluble, and 
let o,r be rational numbers such that 


(5. 7) a? = ar? —D. 







nerit 








Then there is a one-one correspondence between the elements of Q*/Q*? and the ways of 
extending (5.5) to a 2-covering of T’,; if (b) is any element of Q*|Q*?, the corresponding 


ns curve D may be taken to be 
Ds 


nplex 
ring. 


(5. 8) as? = at—D, aso — a??r + D=bu?. 












We know that (5. 7) is soluble; for it is everywhere locally soluble by comparison 
with (5. 5). Now let x, be generic on the left-hand copy of (. in the diagram 
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and write x, = v,2,; retain otherwise the notation of Lemma 8. If we write 





1 
(3 — D23 — 22,2,(a? te) 
222, 


we may after some trouble verify that 
aso—a?r+D= bu2. 


The rest of the proof is analogous to that of Lemma 8, and is therefore omitted. We note 
that the correspondence is not natural, that is, it depends on the choice of o and r. 


By eliminating s, we may replace the equations (5. 8) by the single equation 
(5. 9) b?ut + 2bu?(a??rT— D) + Da?(? — r)? =0. 


From this we may find necessary conditions on b for D to be everywhere locally soluble, 
analogous to those for a which follow the proof of Lemma 8. We may assume b to bea 
square free integer. Then if p is an odd prime which divides the denominators of o, r to 
an odd power and does not divide D, it must divide 5; and the only other primes that 
may divide b are those that divide 2D. 


If we use Lemma 10 to find the 2-coverings of 7’, explicitly, some care is needed 
to avoid duplication. In general, there are several essentially different ways of extending 
a v,-covering to the same n-covering; the number is equal to the order of the kernel 
of the map G,—G, described earlier. In our actual case, if D is not a square there are 2 
distinet extensions giving rise to each 2-covering and they correspond to the values b, 
and Db, for b. If D is a square, there is only one extension for each 2-covering. 


Ift >0 for both of the curves /', and /'_,,, then in order to find g it is necessary 
to go on at least to the third descent. We have in fact worked out the formulae for this. 
Unfortunately, mainly owing to machine development, we have not been able to use 
these formulae, as we had intended, to fill in some of the gaps in Table 1. We therefore 
omit all the details of the third descent; we will be happy to supply the formulae to any 
intending computer. An alternative method is given in [10]. 


$ 6. The Tamagawa number 


In this section we define the Tamagawa number that we use, and show how to 
calculate it. Since we are dealing with an unusually simple particular case, we have 
tried to make our description at least formally self-contained ; for a general account see [23]. 


Let V be a group-variety of dimension n, defined over the rationals. There exisis 
on V an n“ order differential & which is defined over the rationals and invariant under 
left translation; and & is unique up to multiplication by a non-zero rational. (This much 
freedom does not matter, for the rational factor turns out to be self-cancelling.) If 
%y*..,%. are local coordinates at the origin on V, then we may write 


@ = gdxı*: den. 


For any prime p, including infinity, let V, be the set of points of V defined over the 
p-adic numbers; then V, is a topological group and ® induces on it a Haar measure 


0 = |g |p(dx,), * * * (den), 
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invariant under left translation. Here | g |, is the normal p-adic valuation, and for finite 
p we normalise (dx), by the condition 


fd), =1, 
> 
the integral being taken over the ring of p-adic integers; we note that this is equivalent to 


—1 
(da), = 


units 


- Suppose now for simplieity that V is complete. We may define the ‘adele variety’ 


V, to be II V,, the product being taken over all primes including infinity; then 
o,-IIo, is a measure on V,. Since IT|a|,=1 for non-zero rational a, ®, remains 
invariant when » is multiplied by a non-zero rational. Write V, for the subgroup of 
points of V with rational coordinates; there is a natural imbedding of V, into V,. The 


ei: 1 Tamagawa number may be defined by 
ea 7 
. (6.1) un) = f wa. 
hat er 


In the more usual case, V is not complete and one must proceed with more care; see [23]. 
Tamagawa and others have shown that for the classical groups the Tamagawa number 
is a small positive integer. For example, the orthogonal group of a quadratic form not 
| representing zero has Tamagawa number 2; and this fact is equivalent to Siegel’s theorem, 
see for instance [24]. 


:ded 
ling 
rnel 
Ri In our particular case, V is the elliptice curve /',, with differential 
ö v 


o = dely. 
sary 
this. F 
use F 
fore 
‚any 


In the main case we consider, /', has only finitely many rational points. We have found 
it more convenient not to factor them out, so we define formally 


(6. 2) t(D) = II [®, 
4 


where the product is over all primes including infinity and 7’, is the p-adic completion 
of the projeetive curve T',. 


Various difficulties may arise in interpreting a product like (6.2). It may be 
necessary to insert convergence factors, one to each term of the product; we do not do 
a this here, but expect that we shall need to do so when discussing curves /', with g > 0. 
- Whether or not this has been done, there are now three useful possibilities for the infinite 
product. It may converge absolutely, or it may converge conditionally provided the 
factors are taken in their natural order. Both these cases occur in the work of Tamagawa. 
Failing these, it is necessary to ascribe a value to the product (6.2) by a suitable 
summation method; and this we have to do here. Formally, the product (6. 2) differs 
only in finitely many factors from that for [L,(1)]", by Lemma 12 below; and we can 
therefore deduce a value for z(D) from that of L,(1). More rigorously, we regard the 
infinite product in (6. 2) as the formal value of the Euler product form of a Dirichlet 
series at s = 1, and ascribe to it the value at s =1 of the underlying function. This 
gives rise to a satisfactory summation method, closely allied to that of Abel. 
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the There are no difficulties of principle in caleulating the separate integrals in (6. 2), 
though the details are tedious. For convenience we shall as usual assume that D is fourth 
power free; however we allow D to be divisible by 4 since r(D) is not invariant under 


isogeny. 
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Lemma 11. /f p is odd and p|D then [| w, = 2 unless p?|| D and D is a p-adie f 













if D 
square, in which case | ©, = 4. 
Suppose first that p || D; then we have 
yv„= U FvWUG, 
n=0 n=0 3 Here 
where F, is the set of points with p®"*!||x, p"*!||y and G, is the set of points with 9 evalı 
p”"||x, p”"||y. The point (x, y) can belong to F,„ only if —Dr is a p-adic square, 
and to each such x correspond two values of y; hence the contribution te the integral P alrea 
from F,„ is p"*'(p ---1)/p?"*?. Similarly, (x, y) can belong to G, only if x is a p-adic square, W 
and to each such x correspond two values of y; hence the contribution to the integral from P} 
G„ is (p — 1)/p"*". Adding all these together, we find that [w, = 2. wher 
The case p? || D is similar; we have 3 (1.6 
V,=UFvUG 
n=1 n=0 
where G, is as before but F, is the set of points with p?"*! || x, p”** || y. Now the contri- Theı 
bution to the integral from F,, is (p — 1)/p"; and adding up as before we find that fo =12, 
Finally, suppose that p? || D. Then we have 
- + Rn ” wheı 
V = U Funu U Gnu U Hn, v han 
where F,„ is the set of points with p”* || x, p"*' ||y, G„ is as before and H,„ is the set of : 
points with p || x, p"||y. The contribution to the integral from F,„ is (p — 1)/p", and B "4" 
that from G,„ is as usual (p — 1)/p"*'. H,„ is null unless D is a p-adie square. f D=« 1.2 
then the point (x, y) can belong to H„ only if p®"?||(x +c) and 2(x +) is a p-adie neat 
square; and to each such r correspond two values of y. Hence in this case the contri- 
bution to the integral from H,„ is 2(p — 1)/p""". Adding everything up, we obtain the 
result stated in the lemma. £ 
Lemma 12. If p is odd and pt D then [w, = N,lp. ) ED: 
This is a special case of Theorem 2. 2. 5 of [23]; alternatively it may be proved in S inte 
the same way as Lemma 11, remembering that in finding N, we include the point a B Afte 
infinity. E the 
E 1a 
Lemma 13. /f D=3 mod 4 then fe = En if D=4, 12, 36 or 60 mod64 hen E 
=: 2: j , ——— - 3 Ä 
[2 = 2; in every other case [w, 1 ei 
We omit the proof of the lemma, which is similar to that of Lemma 11. ls BP ofg 
necessary to consider a very large number of distinet cases, and though none of them E We 
individually presents much diffieulty, the succession becomes wearisome. to & 
Lemma 14. 
1 
4woD * fr D>0, =, 
fo. == ı | 
4o(—4D) * for D<O. ag 
che 
In the statement and proof of this lemma, & denotes the real period of p(u) nt 
defined in $3. If D>0 we have 
0 © of; 
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Here the factor 2 arises because there are two values of y for each acceptable x; for the 
evaluation of the elliptie integrals see [4], formulae 233.00, 237.00 and 239.00. 

We can now express the Tamagawa number r(D) in terms of o(D) which we have 
already shown how to compute. By Lemma 12 and the results of $ 2, we have formally 


(6. 3) I fo, =I(N,Ip) = U,U)T", 


where the products are taken over all finite primes not dividing 2D. Define o(D) by 
(1.6) even when 4 | D, so that we have 


o(—AD) =20o(D) for D>0, 
o(—AD) =o(D) for D<O. 
Then by (1.6), (6.3) and Lemma 14 
(6. 4) t(D)o(D) =41l [ o,, 


where the product is taken over the finitely many primes which divide 2D. The right 
hand side of (6. 4) can be evaluated in any particular case by Lemmas 11 and 13. 


We can similarly ascribe a Tamagawa number to any elliptic curve with finitely 
many rational points; and it is in each case a computable multiple of the formal product 
(1.2). The analogues of Lemmas 11 and 13 are very messy, and we have in general no 
neat way of evaluating the formal product. 


$ 7. The numerical evidence 


In this section we describe the calculations that we have actually carried out on 
EDSAC 2, and the extent to which they confirm our conjeetures. Let D be a positive 
integer not divisible by a fourth power or by 4; define o(D) by (1.6) and A as in $ 3. 
After Theorem 1, we know that o(D) is a rational integer for |D| > 1; by means of 
the formulae (3.13) to (3. 17) we have computed its value whenever | A| < 108 or 
|4| = 113, 165, 195, 231. 

The details of the caleulation are of little interest, except for one point of organi- 
sation. Each of the A? terms in the formula used involves a quartic residue and a value 
of p(u); and nearly all the time taken by the computation is spent in evaluating these. 
We therefore gain efficiency by caleulating o(D) simultaneously for all D corresponding 
toa given A. If | A | is a prime p then we obtain the 12 cases 


D= +2"p? (a =0,1;b =1,2,3); 


if | A| is a product of two or three primes, we obtain respectively 36 or 108 cases. For 
a given value of A, the complete run took about 4%/20 seconds. There is an automatie 
check against machine (or program) error, in that the final value of o(D) has to be an 
integer to within the accuracy of the calculation. 


For comparison with our main conjeeture (1.5), we have also found the value 
of g for as many of the curves as we conveniently could. For each eurve we have carried 
out the first descent by the methods of $5, and where necessary the second descent 
also; we had hoped to carry out the third descent, but as explained in $ 5 we were unable 
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to do so. The calculations are straightforward except for the recurrent need to solve 
equations of the form 


(7.1) a® +by? +c2=0 


over the rationals. One of Lagrange’s proofs of his theorem [16] gives a constructive 
method of solving (7. 1) when it is possible. Alternatively we may search for a solution, 
since Holzer [14] has shown that we need only exaınine the region 


22 <|bejl, 2 <|ca|l, 2<|lab|. 


The local solubility of the coverings was checked by methods similar to those described 


in our previous paper. In searching for rational points on the coverings we considered F 
only relatively small values of the variables; for we have found that time spent on F 


extending such a search is only meagrely rewarded. 
For each of the values of D considered, we give in Table 1 the corresponding values 


of o, g, A and A,, the last two being the numbers of first descents defined in $ 5. These F 
are also the values of o, g, A, and A respectively corresponding to —4D. Let r be the f 
Tamagawa number of I’, as defined in $ 7; and let n(D) be the number of rational points | 
on T', of finite order. (Thus within the limits of our table n =4 when D is —4 ora f 


square, and n = 2 otherwise.) Rather than take up space printing the values of r(D) 
and r(—4D), we have marked the value of o with an asterisk whenever o + (0) and 
t(D) #n?(D) or r(—4D) + n?(—4D). These cases are further described in Table 2; 
according to our conjectures they are just those in which g = 0 and the Tate-Safarevit 
group is non-trivial; Table 2 is possibly less reliable than Table 1. 


We have given the value of g whenever we know it. A gap instead of the value 
of g indicates that we do not know it, and indeed have no information beyond that given 
by the general inequality 

0sgsi+h—2. 


’ 


An entry such as ‘i—’ indicates that (because of the second descent) we know that 
g < 1; in these cases there is a non-trivial Tate-Safarevi@ group. An entry such as {+ 
indicates that we know that g > 1 since we have actually found a generator. 


In Table 1 we have packed onto each line the entries corresponding to four linked 
values of D. In each line the first column gives an odd positive integer D,. The re- 
maining sixteen columns form four groups of four. The first group gives the values 
of o,g, A and A, for D=D,; and the other three groups correspond to the cases 
D=—D, D=2D,and D=—2D, in that order. 

Let us write y = n?/r; then the main conjectures of this paper are that y +0 if 
and only if g= 0, and that in this case y is the order of the Tate-Safarevit group. The 
first part of this agrees with our calculations whenever we know g. Moreover, the work 
of Cassels [5] strongly suggests that g should have the parity of A + A,; and in our tables 
y = 0 whenever A + A, is odd. For the second part of the conjecture, we note that in 
our tables y is always a square; and Cassels has shown that when the order of the Tate- 
Safarevid group is finite it is a square. We have made no attempt to calculate p-coverings 
for any prime p > 2; and the practical difficulties appear to us formidable. But we do 
known the 2-component of the Tate-Safarevit group in every case for which we know 
that g = 0; and this yields always the correct power of 2 in y. (The few cases where 
y + 0 but we do not know that g = 0 are ones in which the second descent is indecisive; 
it is further corroboration of the conjecture that in these cases y is divisible by a high 
power of 2.) 
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In the course of these calculations, we observed another identity which we con- 
jeetured to hold always; this is 


(7. 2) t(—4D)/t(D) = 2%; 


in fact, without some such identity our conjeetures for r(—4D) and r(D) could hardly 
be consistent. This relation need not be confined to the case y + 0, for the left hand 
side may be written as a finite product. In fact we deduce from the results of $ 6 that 
t(—4D)/e(D)= IT 0, 
p|2Do 
where, for each p, o, is short for [w, / [ ®,, and may be read off explieitly from 
Lemmas 11, 13 and 14. Up T_4D 


We are glad to say that Cassels [7] has been able to prove a more general theorem 
including (7. 2), which gives our conjectures considerable support. The identity has also 
been verified more directly by E. Forrest [10]. 








Table 1 
D D ı 2D —2D 
a 9 Aa og 4 o g 4) o ; AA 
1 u 93 %, 002 u. u 
3 1 0-32 m um 0 2.24 2 me: 
b 0 1 ‚au DB 2 723 0 1 u 2 0 1 
7 0 1'283 2 2 0 1,28 0 2 u 
9 1 0 2.0 0 1 03 2 0-22 0 a 
11 1 | > 9% 28 0 5 2 0 
13 2 eo 33 u 3 BR 0 1 5:2 2 0 
15 0 28 ne 2 u 0 1 82 4 BD: 
17 0 2 22 4“ 0 13 0 ı 232 0 2 22 
19 1 0 11 2 382 0 ii 23 2 22 
21 0 ı : 82 DB 1 18 0 2.2 4 u 
23 0 ws: ES 323 0 u 58 0 2 22 
25 0 2 8 ss 8:98 0 1 SR 2 0 4 
27 1 Da ze: 0 ı 22 2 B 51 
29 2 a 183 © 1 128 0 ar 2 0 2 
31 0 a. 28 A rt 0 a: I 88 8” 0 238 
33 4 0 34 0. 30ER 0 2 0 2 22 
35 2 0 11 e 3 SER 0 1  ZE 4 oO 34 
37 0 u! 0 27528 0 ı 8 2 oe 
39 0 a us 0 2 22 0 2 22 4 u 
41 0 E28 “* 0 13 0 8 32 e” 0 28 
43 1 De © u er 0 u: 2 B.- u 
45 0 A © u © 22 0 2» 31 0 ı 28 
47 0 1 12 u 2, 0 EB 0 2 22 
49 0 u De: > © 31 0 1 12 
51 2 2 5 “ 1 22 0 |: 4 u! 
53 0 ı Bu u 2,38 0 E DR 2 u * 
65 0 A = 0 © 8 0 m 4 G . uu 
67 0 ı 3a e” 0.233 0 1 zu 0 2 28 
59 1 0 2 © 0 ı "zu 2 2 
61 2 0.21 ® 1:32 0 2 mi 2 0 323 
63 4 en 52 0 2 13 4 0:22 0 ı Bi 
65 0 2 22 u 2:38 0 ı 21 4 BR 
67 1 0 8 e 1 238 0 RB 2 11 
69 0 L 18 0 1:28 0 a ER 0 2.2 
71 0 ı :28 Bi 0 2 8* 2.2 
73 0 93 2:35 0 1 82 8* 2.2 
75 2 0:21 E. © ı 22 0 ı 22 0 2 22 
77 ® 2:28 1538 0 1:82 0 2: 22 
79 0 2 ER 2538 0 ıı.ıı 0 2 v8 
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Table 2 


y(D) =y(—4D) =0 ori, 


We write y(D) = n?(D)/t(D) as in $7. Then in the range of Table 1 


except in the cases marked by asterisks. In the exceptional cases, y takes the following 


values: — 
() y(D) = 1, y(—-AD) =4 
for D= 98, 198, 414, 1058, 1078, 


2250, 3174, 10082, 13230, 1949, 21218, 
29250, 30870, 45125, 45738, 83006, 130438, 


330750, 380250, 439002, 494325, 771750, 2241162, 4943250, 


and for —D = 35574, 54450. 
(i) y(D) = 4, y(—4D) =1 for D = 289, 5329, 7921, 9409; 


and for —D = 17, 4, 57, 97, 117, 297, 
1089, 1587, 1625, 2625, 3087, 3249, 3267, 3993, 
7425, 8649, 9702, 10985, 15125, 19773, 23625, 45375, 46305, 61731, 


65219, 68921, 99825, 165375, 185193, 912673, 1497375. 
(ü) y(D) = y(l—4D) =4 


for D = 113, 3773, 4563, 4913, 6534, 33275, 123462, 274625, 328509, 1442897; 


and for —D = 62, 82, 142, 146, 194, 
1242, 1681, 5329, 7546, 7921, 7986, 9522, 
15842, 18634, 24334, 34295, 59319, 59582, 65910, 


87750, 166375, 228150, 370386, 593190, 778034, 2185454, 14829750. 
(iv) y(D) = 4, y(—4D) = 16 for D= 4418, 88434, 249018, 598950. 


(v) y(D) = 16, y(—4D) = 4 for D = 12769, 41503, 109503; 
and for —D = 20577, 35937, 45125, 274625, 494325, 1157625, 
(vi) y(D) = y(—4D) = 16 for —D = 137842, 913066, 986078. 
(vii) y(D) = 64, y(—4D) = 16 for —D = 389017, 1442897. 
(viii) y(D) = y(—AD) = 64 for —D = 1409938. 
(ix) y(D) = y(—4D) = 9 
frrD= 1849, 2523, 6859, 7803, 8978, 11449, 


22898, 42875, 50653, 51894, 89373, 107653, 160083, 
571787, 1030301, 4492125, 7414875; 


and for —D = 1682, 2662, 7442, 12167, 13182, 


205379, 391 314, 


55902, 132651, 257250, 265302, 297754, 342950, 357911, 
601526, 998250, 1120581, 1228250, 1714750, 2450086, 2965950, 7414875, 


12326391, 24652782. 


(ix) y(D) = y(—4D) = 36 for D= 912673. 
(x) y(D) = y(—4D) = 81 for D = 1225043. 
(xi) y(D) = y(—4D) = 25 for D= 536238; 


and for —D = 571787, 1317006, 1507142, 2060602, 4108797. 
(xü) y(D) = y(—4D) = 49 for D = 300763; 
and for —D = 453962, 1092727. 
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On solutions of the generalized bi-axially symmetric 


Helmholtz equation generated by integral operators 
By R. P. Gilbert!) and H.C. Howard?) at College Park, Maryland 


I. Introduetion 


In this page we shall use Bergman’s integral operator method [1—6] to investigate 
solutions of the partial differential equation 


o?u o?u 2u du 2» du 


Er A Ben A We in Bi 
(1.1) Fe ya 0, wr>0. 


We shall refer to this equation as the generalized bi-axially symmetric Helm- 
holtz equation (GBSHE), following Weinstein [28—31] who first considered frac- 
tional-dimensional space in potential theory. One is led to consider this equation 
initially by seeking “‘monochromatic” solutions U(X,Y,t) = U,(X, Y)e*‘* of the 
(m+n = (2u + 1) + (2v + 1))-dimensional wave equation 


U U U U U 

a artatat te 
which depend solely on the variables X = (2 +: +22), ”?=(yi+t''+y)- 
Henrici has studied (1.1) in [19], and [21]; the particular case » = 0 has recently been 
studied by Gilbert and Howard [17] while the case k = u = 0 has been the object of 
many investigations by Weinstein [28—31], Vekua [26], Henriei [19—22], Erdelyi [9], 
Gilbert [11—16], Mackie [23], and Ranger [25]. 

Here further properties of solutions to (1.1) with k > 0 will be investigated by 
using Bergman’s operator method [1]. In particular, information concerning the location 
of singularities and the growth of solutions will be obtained. 


II. Integral Operators Generating Solutions to the GBSHE 


We shall just consider those solutions of the GBSHE which are of class C? in some 
neighborhood of the origin and even in x and in y. In this case we must have, for u(z, y) 
a solution, that 


(2. 1) u„=0onz=0,w=0ony=!. 


!) This research was supported in part by the United States Air Force through the Air Force Office of 
Seientific Research of the Air Research and Development Command under grant AFOSR 400—64. 

2) This research was carried out under the support of Grant NSF GP-2067 with the National Science 
Foundation. 
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Henrici has shown [21] that a complete set of solutions, regular about the origin, to this 
particular class of solutions (which we shall here after denote by S) is given by 


(2. 2) fülr,t) = Pb De) (kr) I iron (hr) n=0,4,... 


where t = cos 26, r” = x? + y?”, and PP stands for the Jacobi polynomials. 

One may use these facts to construct an operator which maps the class of analytie 
functions regular and even about the origin onto the class of solutions S of (1. 1) considered 
here. Indeed, integral representations for the members of the system (2. 2) may be ob- 
tained by use of a theorem of Henrici [21]. We have, using the notation of Erdelyi [10] 
(cf. also [22], p. 180, where ®, should appear for Z,) 


(2.33 POHr de (kr) I zurmnlhr) = fulr, t) 


r (4 
I) r(5) Tin +4) 


0 


X (2) Blu, 1— u»; En!) sin?” \g\ dy 
where 
o=r-+tiycospg, z=rcosd, y=rsind, 


2cın? 
a1 _ _ Y’sin?p 


y et __ k?y? sin? p 
rg TR, Ah 4 i 


k,ur>0, n=0,1,2... 


We know, [21], that an arbitrary solution of the class $ may be represented in 
a series 


Agnn! 


(2.4) w(r,0) = (kr) 5 n- Pombrd(eos 20) J 


Arv+ on (Ar) 
n=0 rn 
I (n E= v - 5) 


and, [10], that an even analytic function regular about the origin may be expressed as 
(2. 5) f(o) TE a I urn). 


Hence for r sufficiently small it follows that the class of analytiec functions (2. 5) is mapped 
onto the class solutions (2. 4) by an operator of the form 


(2. 6) w(r,6) = u(z,y) = O[f] 


2. 4\29—1 di 
a / f(ko) o* E= z) Blu, 1—u,n; En) 
gr r 


(2-2) 
ü iy(,, A 3 Mk <. M 
e-:+7 (+7). a 


with 


ie 7 2m {£ I iz u, 0 > Y S rn} 
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and 


E — 2 


a= it = 


l(») r( z ereerT(;) 


For a justification of, and a motivation for, the replacement of the straight line 
path of integration by the given one, see Gilbert and Howard [17]. 


III. The Inverse Operator 


It is useful to continue the arguments of the solutions u(z, y) of (1. 1) to complex 
values. Indeed a continuation of ?=r? +y, E = c0s20 = (*? — y?)/(x2? + y?) to 
complex values allows one to obtain an inverse operator O='[u] which maps the class of 
solutions S back onto the class of analytie functions (2. 5). 


We consider next the problem of obtaining such an operator in the form 

1 . } a 
‘ 1 B r 1 + & 1 1 Pan & 
8 Ike) == | Kon aulrl/ 5, rl 5° )a 

Per F 
We try to determine K such that, formally 
(3.2) (ko) Ba, J (ko) 
0 


2n“ u+r+?2n 


1 
an Ka, r, of et ae 


R PIn+»+ 5) 
1 


This may be done by recalling the orthogonality relation for the Jacobi polynomials 


1 
8.3) aaa + amt de PD (eas 


ee 


Me | 1 , 1 


= Önn (2n > u + v) P(n + 1) "(n +u+ v) i 


Thus if we define®) 


3.) Klar, )=,;b N ee aaa + ar 


Aut? ” ko Jurr+2n(kr) 
where 
„_ @rtutnTintutn 
u: 4 
r(n = u E= 5) 
we have 
1 rien Na, 
a,(ko) "I  ı,+2n(ko) = f K,„(o,r,£&) u ( \ + ee r\ 1 5 ® \as 
—t 


®) A discussion is given below on how to modify the kernel K if any of the quantities J,, +„+2„(Xr) vanish. 


15* 
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Hence 





(3. 5) f(ko) = [ Karo ulr HE,r "Ele 


where 
+rv 
K(o,r,&) = _. (=) a—9TFa+ a 
I(n+u+v) Jurr+m(ko) 


Penn 41) Ferm 








x Zlan+n+n perl e), 


We now show that these formal calculations can be justified, and also that K asa 
function of the complex variables, o, r, and £, is holomorphic. 


We note first that, except for factors independent of the parameter of summation, 
K,„ can be written as 


(3.6) Kylo,r,d) =(2n+u+») T(n+u+v) Jurr+m(ko) pebeD en, 


rn +u+ J) Juts+zn(kr) " 





But we have that (cf. [27], p. 225) for all n sufficiently large 
|Tan+ta+» 
I e+e+3)| 


Ju+r+2n(ko) | PER 
Ju4 »+2n(Är) 


Hence there exists a positive integer, « say, such that for all n sufficiently large 


(n +)", 








o u 
—| ; 








r| 


o 


| K,| <m =‘ Pen. 
I 





But for &£ fixed and lying in the compact ellipse 


E={£||1+2]+|1—2|s2+e (e>0 and sufficiently small) 
we have 


8.7) ZIP ng Hd TH HaH+T+ RT 
0 
where |7| <1,R=(1— 22T + r2)} (and R = 1 where T = 0) so the series in (3. 7) 


converges absolutely and uniformly for | 7|<e <1. 
In similar fashion (cf. Gilbert and Howard [17]) the series 


(3. 8) En *)" prbed ge) — ( T ar) B Tr PAD G) 


& (tr) e* RU—T+RHA+T+ a) 


7-9? 


1-(#} 


is seen to converge absolutely and uniformly, so (3. 5) holds. Moreover it is clear f 


from these considerations that X is bounded on the compact set Ex F=G where 


2 
F=|? else<il provided Gr H = 0 where H=|62 1—284+[(2) 0) 


5 











In this case we may use the elementary Hartog’s theorem concerning bounded series 
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which are analytic in each variable separately to infer that X(o, r, £) is a holomorphic 
function of the complex variables o,r, and £, simultaneously, [7]. 

We remark that, in general, r in the above discussions is considered as a fixed 
parameter such that it is not a root of the equations J,,,;.„(kr) = 0. However there 
may be times when we wish to vary r; in this case if r is ever a root of the equation 


Jun (kr) = 0, n = N, Ng,..., then we omit these terms from the kernel, as 
(3. 9) K!(o, T, &) En 2 Kn(o, T, E)- 
n+n; 


Using this modified kernel K', O”'[u] maps u back onto f since in this case there is 
no term involving J,;,+2„ In the series for u. 

We next obtain a useful lemma concerning the singularity manifold of K. We have 
that X has as its singularity manifold those points for which (3. 8) is singular (? + +1, 
to exclude the possible cases of K = 0). We have 


Lemma 3.1. The kernel K used in the inverse operator O”'[u] has as its singularity 
manifold those points (o, £) € C?(r) which lie on the locus 


[ef] 


Proof. From the preceding discussions we realize that the series representation 
for K does not converge on L. If r is a root of J,,,,.„(kr) =0 (n=1,2,...,N) by 
definition we omit these terms from the kernel; thus the first N terms (N sufficiently 
large) form a well — defined entire function in the variables, whereas the remaining 
terms approximate arbitrarily closely a function whose only singularities lie on L. This 
proves the lemma. 


L= (0,8 





IV. Location of Singularities 


We now list several theorems concerning the location of singularities of solutions 
of the GBSHE. The proofs are similar to those given in Gilbert [11—16] and the reader 
is referred to these papers for details. 


Theorem 4.1. Let u(z,y)=O[f] where f(o) is an even analytic function whose finite 
singularities are at o = + x. Then the only possible singularities of u(x, y) (except perhaps 
for points on the x and y axes) lie at z= +a/k and + «a/k. 

Indeed, by applying the envelope method (cf. Gilbert [11—16]) one sees that the 
only possible singularities of u must lie on the intersection 


{S(z,y,9) = (ko—a)(ko + «) = =0l, oe=xr-+tiycosp. 


Hence (x + iy cos @)? — a2/k? when differentiated and set equal to zero gives sing = 0. 
Using cos = +1 and (ze +iycosg) = +«/k one obtains the desired result imme- 
diately. 


We also have 


Theorem 4.2. Let u(z,y) be a solution of the GBSHE whose only finite singularities 
lie in the set 


ee) - dans) ea 
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Then the only possible singularities of the O-associate f(ko) (not on the axes) are at ih | 
points in the set {ko = + a, — «x, 0}. 



















; ’ 1 {r?k? a? | ' 

For if u be singular at I. glE= 5 2 + va) and if, by Lemma 3. 1, the kernel 
/ 2 4 

of the inverse operator has as its singularity manifold % ori — 2:(*) - | =) N 


then we know that the possible singularities of f(ko) are at 
1 (r?k? a? 
| ar er) 


, k2o? a? 
(mr: _—.-—Z ee +ej=är 
& k? 





S(o,r) zer! —2 








2r2 Bm ae \ 
or +0 \ör u ı 
We get that 

k2o? 


Me 


42 


5 _9 


er Or 








RE NDR, 


$ r \ a ’ 
Thus a. 0 gives ko= +«, or r=0, which when introduced into $(o, r) = 0, implies 
2 \ 
(45) — () which is the desired result. 


Combining these last two results we have the following “fundamental” theorem 
concerning singularities of GBSHE functions. 


Theorem 4.3. With the exception of points on the x and y axes a necessary and 
sufficient condition for u(x, y) to be singular at z3= +a/k, +«/k is for its O-associate, 
f, to be singular t ko =a, orko = —.au. 


With this theorem one is able to transplant theorems about the location of sin- 
gularities from classical function theory to the theory of solutions of the GBSHE. We 
may list results such as those given in Section IV of [16]. A sample is given below. 


Theorem 4.4. A GBSHE function w(r,6) which has the series representation 


© e 
w(r,6) = (kr) 5 — n iate pebrd) (cos 20) J 


n=0 In rs 5) 















(kr) 


u+r+2n 


about z = (0 converges uniformly and absolutely in any compact subset of its disk of con- 
vergence, |z| <o, where 


o' = lim sup | a, |"". 
non 





a ne 


V. Bounds for GBSHE Funetions 


In this section we obtain growth properties of entire GBSHE functions, with these 
results being independent of individual associates of the GBSHE functions. We have first 
a definition and a lemma. 


Definition. A GBSHE function u(x, y) with the series representation (2. 4) is said to 
be entire if and only if it has an infinite radius of convergence, that is, if and only if 
lim sup | a,, |" = 0. 


Suppose f(ko) is regular in a neighborhood of |o | < R; then we may obtain a 


bound for |u| in terms of the maximum modulus M(R) of f(ko) on |o| =R. For 
instance, we have from (2. 6) 





(5.1) ut, y)|<|a|- R"M(R) [| 2i sing |?" |@, | dg 
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with a and ®, as in (2. 6). But (cf. [22]) we can rewrite ®, as 


EIEE + iy cos 9) 
x I ,+m-ı(kY sin p). 


5.2) &,= (Fre sin!” @ 5 (M)m(l — Am 


—y sing 
m=0 m! 


Using the triangle inequality and known appraisals for the Bessel functions, see [27], 
p. 49, we get, for » #1,2,...,9 


ER ET [nom 


2 
ER 41 
Br 2) M(R) © | (u)m(l — A)m | ( y? \m P(m-+ ») r(5) 
x [i\mco m!l(m+») 4) ? e 1 
r(5) rIm+r+5) 
-(&) MR) = I(u+m)|T(m+1—u)| ( y? \m 
27 EHRE nr r{m +74 ie 


.. 
2 = y 2 5 E < 1. 
and E m=0 
) . ” 2 N r - 
ku By use of known asymptotic formulae for log I’(z + «), see [9], Vol. I, p. 47, we have 


that if M be the smallest integer, such that 


Mare rurT] 
M 


fsın- E 
We 
say, then, from (5. 3), 
M—ı © 4 
lulsy|2 a0” +2>3- 


— I — ra) 
f) . vom! 


"|. 


By use of the Cauchy-Schwartz inequality the second term has an upper bound of 


Hence 


M—ı “ | n? -M 
lulsy|Iz a,” +1/— —— } 


This inequality gives bounds only in the “double wedge” defined by y? <4a?. Thus 
we have 


Lemma 5.1. Let u be a GBSHE function defined in the disk r < R by the 


operator O[f]. Furthermore, let the associate function f(ko) have a maximum modulus 
M(R) on |o|=R. Then 


en [Feten ne. tz 
“)\T1—u)||o Pim + Plm+r+ 5) 
whenever x +0, andt =- LE <1, where M is the smallest integer such that 
uU] _ 1 
M 10° 


*) a 1or2,... then the series in (5.2) reduces to a polynomial and the desired appraisals are easily obtained. 





.. 
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With information of this type we are able to obtain upper and lower bounds for the 
maximum modulus of an entire GBSHE function, at least for certain ranges of x and y. 
For instance we have the following result: 


Theorem 5.2. Let u(x,y) be an entire GBSHE function with series representation 
(2. 4); then for R sufficiently large and any e > there exists a), = 0 such that the ee 


modulus, M(R), of u(z, y) for x and y such that y’ < Aa? is bounded above by M(R) < e®"** 
Moreover, if the order of the associate, f, of uisA >1, then the maximum modulus, PR all 


x and y, is bounded below by e®”* < M(R). 
The first assertion follows at once from Lemma 5.1 and the fact that 

IHIS MIR) <e®t", 
since the associate, f, of u is entire. In order to obtain a lower bound for the maximum 
modulus we consider the inverse operator O”'[u]; one has 

1 
(5. 5) \f(ko)| < M(R) [| Klo, R,&)|dE fori<jo|<so<R 

— 


with X given by (3. 5). In order to bound | X | we proceed as follows. Noting 


(5.6) Klo, RO) = —— ( r% gar ge 


Yutrv 


N x 
xI zUn tun tet) ne + ” ıl, 


rIn+n+ 3) Jurr+2n(k R) n=-N+1 








we see that for any fixed R we can find N = N (AR) sufficiently large such that 


| Jutrt+n(ko) | -(\4 Ku (; S>N 
en: 1+0 .) frn ZN. 
) Ju+r+2n(k R) | IR R\ | ” we 


Indeed N — [k R]/2 will suffice, since the first zero of J,(z) for A real and large is 
at A-+ O(2'®) and we can thus divide the asymptotie expansions of [27], page 225, for 
Jı(z) with A large and z fixed. Hence, for 1<S|o|<o< R we have 


1 (Rt -} u} 
6. IK<zrlg) 1-atu+H 
x ‚Zen tu+n Es ad nu en pb- 
Ya PIn+u+5)" org 


by use of known appraisals for Jacobi, polynomials and /’(z + «) (cf. [9] Vol. 2, p. 206. 
and Vol. 4, p.47) where c and « are positive constants depending only upon u and », 
Using (5.7) in (5.5) we get, frr1<|o|so<R, 


| o u+v+?n 


Me 55 n°| 
| a=-N+1 





IR, 





I(x + (2) 
(5.8) |f(ko)| < Rrt!|Ky| + a Hr + Srtas 


"1": 


= - Rt |iK, +, c,(e/RY*” I, 





(1 — (0 IR)?)**" 
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with K, standing for the partial sum in the brace of (5.7), K, being Ky multiplied 
by the integral, 


1 
4=2cl@ +1) SU -HTru+ Ha 
—1 


and a result to be found in Bromwich [7], p. 50, has been used to appraise the infinite 
series in (5. 7). But | f(ko) | is an increasing function of |o | for f entire so (5. 8) holds 
tr0<ljJo|<so<R. 


If M(o) = e®” is the maximum modulus of f(ko) for |o|<o<R then 
di _ Hr prliK.ı (c,) (o/RY*” PR 
u DE NET > | M(R) for all e —>0. 


By setting oe =, = Q@R (0 <Q<A) one has for some e >0 and R sufficiently large 


* 
 . er Da er, 
ü " u+rv |, ug C (Qy+’ | FR M(R) 
R' j | K io SET i | 
I Nıı (1 Fa art 


where \ = N(R) = |k R]/2. We wish to show that by choosing R large enough that e 
is of the same order of magnitude as e’. One has 


9. % Byrne 1 e( 0 et 
(5. 9) R R (u + ») Ri m log||Ky| ad oy)- 


We now show that last term on the right of equation (5. 9) tends to zero as R> x. By 
use of the triangle inequality and known appraisals for the Bessel functions, gamma 
functions, and Jacobi polynomials one has, for AR sufficiently large, 


1 nu+v+2n R 
7 r - RR) ek” 
 T{NLu-+v | 
65.10) |K,I<Q@N+u+n) > T(N+a+n! 





2 I — er —_. — —- m(n) 

n=0 (1/4) I(u+r+1) | JSuarrım(AR) | 
where 

n+ u— in n tv — % 
m(n) = max | 2 2), ( 2)| 
n n 
From (5. 10) we get 
N 

(5. 11) |Ky| = O(R'*’ T(R) R& eR) y- 1 


n=o | Insrtzn(kR) | 


where 3 is a positive constant, dependent on « and », and comes from the bound for the 
Jacobi polynomials. 


We now appraise the sum appearing in (5. 11). We note that in any interval of 
length /k, call it /, say, each of the functions {J,,,,(kR)}, n = 0,1,...,N, has 
at most one zero. Hence in / there exists at least one point whose distance from all the 
zeros of the functions of the set {J,,,;„(kR)} is at least SENT == om) By an 
inspection of known asymptotic formulae for Bessel functions (ef., in particular, [24], 
pp. 22 and 24) we see that, asymptotically, Bessel functions may be written as 
J=o(x) Ö(x) where p(xz) >0 as > 0, and Ö(x) is a linear combination of sines and 
cosines, with coefficients dependent only upon the order of the function. Moreover for 
m=0,1,...,N[k R]/2 it is an easy caleulation, using the cited reference [24] to show that 
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y(z) = (>) with = Saas 7 the details of this caleulation are left, accordingly, to 


the reader. Hence we have an appraisal of the form | J, ,,.„(kR)| = - 

(k R):(kR) 
n=0,1,...,N for some positive constant c independent of all parameters. The factor 
1/k R is a contribution from the ® portion of the general expression just given for Bessel 
functions; we assume, of course, that k R is such that none of the Bessel functions vanish 


C 


there and so, by previous remarks, may be assumed to be distant by an amount o(5) 


from any zero of the Bessel functions. But sine and cosine have simple zeros, hence the 
result. Returning to (5. 11) we have 


| Ky| = O(R'*P*? T(R) RRe®), so log| Ky| = O(R log R) as R>. 


Hence, since A >1, —; log|K,|>0 as R> x. From (5. 9) we have 


1 
"R 
log 2 , 
logR yo 
Thus e’ for R> © is of the same magnitude as e. Thus er? _ M(R)fore >0andR 
sufficiently large. This proves the theorem. 

We finally prove a result which will be useful in obtaining growth estimates for 
solutions of the GBSHE in terms of their Jacobi-Bessel coefficients, ef. (2. 4). We need 
the following lemma. 


—elog R=-(A—e)loegRR—AlogR as R>w so eme'—A— (A—e) 


Lemma 5.3. Let f(z) be an even entire function with the following Neumann series 
representation 


E. 
I(z) = zZ S Ay J+0+20(2)- 


Suppose also f(z) has an order greater than one. Then, a necessary and sufficient condition 
for f(z) to be of order at most A is that the inequality |a,,| < (2n)*'-V?-0) nolds for any 
e>0, if n be sufficiently large. 


We prove the necessity of the condition first. By hypothesis f(z) is entire, and 
therefore has a Taylor series representation of the form 


(2) ai = FOR zu 
such that 


 logt/ldm]) _ 4 
ui im I jogdn 27 





IV 


Fi 
But the Taylor and Neumann coefficients are related by the expressions (cf. [9], Vol. 2, 
pp- 63—64). 
sn .„I(u+v+2n—s) 
__ Yutr+2n Bes... or WE U et 
Ay = 2 “+r+2n) 22 I(s-+1) 2n— 25 
and 


b„Tlu +» +2n +1) = 2m "g (1)" 


m=0 


rt 
m) 


2n—2m* 


From (5. 13) we get, for some constant ce, |b,, | < e(2n)" "=, for any e’ > 0, and alln. 


Hence 


(5.14) Ja.„| Ss er" (u+9»+ 2n) 3r* Aphebän (2n — 25) --manın, 
s=0 I (s+ 1) 
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to But since the largest term in the last sum to an n log n approximation, oceurs at s = 0°), 
we have the estimate 
) a,| Se tt +9 +2n)(n + 1) Tu +» + 2n) (2n) OR, 
tor 
s 
ni Thu | 
og | a,, | " e 
ısh ; < 1— (1ji —e’), 
f 2n log 2n ° (1535) + a 
r so for all n sufficiently large we conclude that 
‚he 
1.1) SM 2 >B, 
the desired result. 
For the suffiecieney suppose | a,, | < (2n)" 04) for any e’ >0, provided n 
is sufficiently large. Then we can bound | b,, |, for some suitable constant c, as 
, .. +v-+2n\ . au E 
b„ | u+r+2n +1)<cr"re y r am \(2n — Re, 
m=0 
IR As in the proof of the necessity we find that the largest term, up to a n log n approxi- 
mation, oceurs for m = 0. Hence 
for Ib. |< 9-i0u-r c(n + 1) (2n)"11-/2-e)) 
eed ren Pu+r+2n-+1) 
Hence as n > oo we find 
ries 
log | b,, | l 
Lo \+ —UR— 8) = —(A—e 
2nlog2n = \log2n ) 
for any e > 0, provided n is sufficientiy large. But this is equivalent to saying f(z) has 
ion order at most A, the desired result. 
any Finally, we have the following theorem. 
Theorem 5.4. Let the notation be that of Lemma 5.1. Let u(x, y) be an entire GBSHE 
and function with a series representation in terms of Bessel Jacobi functions as given in (2. 4). 
Furthermore, if |a,, | < (An) =) for some A >1 and any e>0, provided n is 
 suffieiently large, then u(x,y) is bounded by |u(x,y)|<e”" in the “double wedge” 
Ya <i1,asrox. 
This follows at once from Lemmas 5. 1 and 5. 3. One can also obtain a lower bound 
on the maximum modulus by use of Theorem 5. 2. 
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Weak perfect compactness and generalized adjoints”) 
By D. R. Arterburn at New Mexico (N.M.) and Montana (Mont.) 


The purpose of this paper is to answer some of the questions posed in [5] and 
to extend the concept of perfect compactness. If X is a normed linear space and Yisa 
topological linear space, an operator T: X—Y is perfectly (fully) compact iff the reduced 
operator T,: X—> R(T) defined by T,(x) = x (z€ X) is compact (respectively, iff 7(S) 
is compact, where S is the closed unit sphere of X.) A Banach space X is perfect iff Ya 
Banach space and 7: X —Y compact imply 7 perfectly compact. A B-space X is imper- 
fect ff given an infinite-dimensional B-space Y there is an imperfectly compact T: X>Y. 
A B-space X is mixed iff X is neither perfect nor imperfect. It is not yet known whether 
any mixed spaces exist. 


1. It is questioned in [5] whether or not the topological direct sum of two perfect 
spaces is perfect. The following theorem answers this question in the affırmative. 


1.1 Theorem. The direct sum of two perfect spaces is perfect. The direct sum of a 
perfect space and a mixed space is mixed. 


Proof. Let X = X, ® X,. Let Y be a B-space with every compact 7,: X,>Y 
and T,: X,—Y perfectly compact. Let T: X—Y be compact, and let P, and P, be the 
projection of X onto X, and X, respectively. Let 7’, be the reduction of T| X,to R(T),T, 
the reduction of T| X, to R(T). Then 7, and 7, are compact since R(T,)> R(T| X,) 
and R(7T,)> R(T|X,), so T,P, and 7,P, are compact, whence 


T,=T«P,+P)=T, pP, +TP,=T,P,+T,P, 


is compact. Thus 7 is perfectly compact. 


Now if T: X,>Z is imperfectly compact, TP,;: X—>Z is imperfectly compact. 
The theorem follows. 


2. If X is a normed linear space and Y induces a topology on X in some fashion, 
(X, TYY) will denote the topological space X with the induced topology. For example, 
(X, YX’) will denote X with the usual weak topology. 


If X and Y are normed linear spaces and T: X—Y, T will be called perfectly 
weakly compact iff T,(S) is weakly conditionally compact; 7 will be called fully weakly 


*) This paper constitutes part of the author’s dissertation, submitted to the Graduate School of New 
Mexico State University in partial fulfillment of the requirements for the Ph. D. in Mathematies written while 
the author was an N. S. F. Coop. Graduate Fellow, with partial support from NSF-G25058 and AF-AFOSR 457—63. 
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compact iff T(S) is weakly compact. A B-space X will be called weakly perfect iff for 
every B-space Y and weakly compact T: X—>Y, T is perfectly weakly compact. A B-space 
X is weakly imperfect iff given an infinite-dimensional B-space Y there exists a weakly 
compact T: X—Y which is not perfectly weakly compact. 

A B-space is weakly mixed iff it is neither weakly perfect nor weakly imperfeet, 

lf X and Y are normed linear spaces it is easily seen that a map T: X >Y is 
perfectly weakly compact iff T,: X>(R(T), YY’| R(T)) is compact. 

2.1 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces. A compact operator T: X-Y 
is fully [perfecily] compact ıff fully [perfectly] weakly compact. 


Proof. (a) If T is fully compact, 7($) is compact, hence weakly compact. 


If T is not fully compact, T(5) is not closed, hence not weakly closed, so 7($) 
cannot be weakly compact. 


(b) If 7 is perfectly compact, 7(S)- (closure with respect to R(T)) is compaet, 
hence weakly compact. But 7(S$)- coincides with the R(T)’ closure of T($), so T is 
perfectly weakly compact. 


If T is not perfectly compact, there is a sequence {y„} < T(5) which converges to 
y% R(T). Then every subsequence of {y„} converges weakly to y, whence 7 (S)- (closure 
with respect to R(T)’ topology) is not weakly sequentially compact, so is not weakly 
compact. Hence 7 is not perfectly weakly compact. 


The following analogues of [5, lemma 2] and [5, lemma 4] are readily established. 


2.2 Lemma. Let W, X, Y and Z be normed linear spaces. 

() F P:W>Xisonto X, T: X—Y is perfectly weakly compact, and U: Y>Z is 
conlinuous, then TP and UT are perfectly weakly compact. 

(ii) Operators with finite dimensional range are perfectly weakly compact. 

(iii) Scalar multiples of perfectly weakly compact operators are perfectly weakly compact. 

(iv) The sum of perfectly weakly compact operators need not be perfectly weakly compact. 

(v) If T: X>Y is perfectly weakly compact and P: W—> X is bounded, then TP 
need not be perfectly weakly compact. 


2.3 Lemma. (i) Spaces isomorphic to weakly perfect, weakly mixed, or weakly imperjfed 
spaces are weakly perfect, weakly mixed, or weakly imperfect, respectively. 

(ü) Ze X=X,®X,. If X, is weakly imperfect, so is X. If X is weakly perfect, 
so are X, and X,. If X, is weakly mixed and X, is weakly perfect, X is weakly mized. 
If X, and X, are weakly perfect, X is weakly perfect. 

(iii) /f a B-space X is a continuous linear image of a B-space Y and Y is weakly 
perfect, so is X. 

The following theorem follows from 2.1 and establishes several weakly imperfect 


spaces. 


2.4 Theorem. An imperfect space is weakly imperfect. A weakly perfect space is perfect. 


2.5 Theorem. A reflexive B-space X is weakly perfect, hence perfect. 
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Proof. Let Ybea B-space and T: X—Y be continuous. Then T: (X,YX’)>(Y,YY') 
is continuous. Since X is reflexive, 5 is weakly compact, whence 7(S) is weakly compact. 
Thus 7 is perfectly weakly compact. 


3. Let X be a normed linear space. Recall that the bounded X topology on X’ is 
the strongest topology which agrees with the weak star topology on every positive 
multiple of the unit sphere and has a local subbase at zero consisting of the neighborhoods 
N(0; {a.; &) = {a E X’: | x’(@.) | < e for all n}, where e > 0 and xz„— 0. We will denote 
the locally convex, Hausdorff topological linear space X’ with the bounded X topology 
by (X, BA). 

Now suppose X and Y are normed linear spaces. An operator T: X’—Y is purely 
compact Mf T: (X, BX)>Y is continuous. An operator T: X’—Y is purely weakly 
compact if T: (X’, BX)>(Y, YY’) is continuous. A purely [weakly] compact operator 
is immediately seen to be fully [weakly] compact. 


The following two lemmas are readily established and show that the collection of 


purely [weakly] compact operators is not quite as pathological as the collection of 
perfectly or fully [weakly] compact operators. 


3.1 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces. Then the collection of purely 
compact (respectively, purely weakly compact) operators from X’ to Y forms a uniformly 
closed subspace of the space of bounded operators from X’ to Y. 


Proof. Let T„>T with each T„: X’ Y purely compact. Let $ be the unit sphere of 
X’. Suffices to show that (7 |aS): (aS, YX)—>Y is continuous for each positive scalar a. Let 
a>0. Let e>0. There is an N such that n>N implies | 7—T,„| <e/2a. There is a 
weak star null neighborhood Q with T,(Q rn aS) < S(0, e/2) = {yEY: |y| <e/2}. Then 
ireQnas, 





|Tı|l<|(T—T,)ea|+|T,@)| <|T—T,||z|+e/2 
<(e/2a)a + e/2 =e, so T(Q raS)<S(0, e/2). 
Hence 7T is purely compact. 
The case where 7„>T and each 7,„: X’>Y is purely weakly compact is similar. 


3.2 Lemma. Let X, Y, Z, W be normed linear spaces. Let T: Y'—Z be purely (purely 
weakly) compact. Let U:Z—>W and V: Y>X be continuous. Then TV’, UT, and UTV’ 
are purely (respectively, purely weakly) compact. 

Lemma 3.1 would disprove the conjecture that each compact operator is the 
uniform limit of operators with finite dimensional range if each operator with finite 
dimensional range were purely compact. Unfortunately, the example in [5] of an operator 
with one-dimensional range which is not fully compact shows that this is not the case. 

Lemma 3. 2 cannot in general be sharpened, as the following lemma shows. 


3.3 Lemma. Let X,Y, and Z be Banach spaces. Then T: X'’—Y purely compact 
and U: Z’—> X’ continuous need not imply TU purely compact. 


Proof. Let Z fail to be reflexive. Let $ be the closed unit sphere of Z’. Then by [4] 
there is a z’’€ Z’’ such that 2” fails to attain its supremum on $. If J is the canonical 
embedding of Z into Z”, 2’ is clearly not in J(Z). Choose 0 +2,€ X, z,€ X’ such that 
|=1, (x) = |, |- Define U: Z’> X’ by U(z') = 2” (z’) x, (z’ € Z’). By the proof 
of [5, Theorem 19], U so defined is not a conjugate operator. 

Choose 0 #y,€ Y. Define T: X’>Y by T(x’) = x’(x,) yo (2’€ X’). Then 7 so 
defined is purely compact, yet TU is not even fully compact. 
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4. In this section we partially answer the question concerning the existence of 2 


mixed spaces. A few preliminary results will be necessary. 


4. 1 Lemma. Let (X, Y) be a topological space. Let Y be a topological space 
under iwo topologies Y, and Y, with Y, < T,. Let (Y, Y,) be Hausdorff. Then ij 
T: (X,Y)>(Y,TY}) is continuous whereas TX is Y,-conditionally compact, we haw 
T: (X,Y)>(Y,TY,) is continuous. 


Proof. Let A be the closure of TX in the Y, topology. Then the identity map I: 


(A,Y,|A)>(4A,Y, | A) is continuous, hence a homeomorphism, whence Y, and Y, | 


coincide on A. Thus T: (X, Y)>(Y,TY,) is continuous. 


4.2 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces. Let T: X—Y be compact 
(respectively, weakly compact). Then T’: Y'— X’ is purely compact (respectively, purely 
weakly compact). 


Proof. Let T: X—Y be weakly compact. Then 7’: (Y’, TY) > (X’, TX’”) is known 
to be continuous. Hence 7’: (Y’, BY)>(X’, TX”) is continuous, so 7’ is purely weakly 
compact. 

Now suppose T is compact. Then 7’ is compact, and if $ is the unit sphere of 
Y', T’(S) is conditionally compact. Now T’: (Y’, TY)>(X’, YX) is continuous, whence 
T'|$S:($8,YY|S)>(X’,YTX) is continuous. By 4.1, T’|$: (S,YY 
tinuous. Hence 7’: (Y’, BY)> X’ is continuous, as required. 





5) > X’ is con 


4.3 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces. Then all (weakly) compac 
T: X'’—>Y are purely (weakly) compact iff X is reflexive. 


Proof. If X is not reflexive, X’ is not, so by [5] there is a one-dimensional map 
T: X’—/Y that is not fully compact. This 7’ is then neither purely compact nor purely 
weakly compact. 

Suppose X is reflexive. Let 7: X’— Y be continuous. Then T: (X, YX’)>(Y,YY) 
is continuous. Since X is reflexive, X’ is, whence T: (X’, YTX)>(Y,YY’) is continuous 
and 7 is purely weakly compact. 

Now suppose X is reflexive and T: X’—Y is compact. Then T: (X’,YX)>(Y,YY) 
is continuous, whence by 4.1 (T | S): ($, YX | S) > Y is continuous. Thus 
T: (X', BX)>Y is continuous and 7 is purely compact. 

Recall that if {x,} is a sequence of elements of a B-space and {e„} a sequence of real 
numbers, then {x„} is {e„}-independent iff 3 | „x, | < oo and for each bounded sequence 
{x,} of scalars, I a„e„2, = 0 implies «, = 0 for eachn =1,2,... (cf. [2]). 


4.4 Theorem. An irreflexive B-space with separable conjugate is imperfect. 


Proof. Let Y be an infinite-dimensional B-space. Pick a linearly independent 
sequence {y„} of vectors in Y with |y„ | = 1 for each n. Pick {6,} such that {y„} is {du} 
linearly independent. Let J’: X’>X’’ be the canonical embedding. Pick a linearly 


independent sequence {J’(x))} with |x,| =1 for each n and {J’(z})} total over X". 


Pick {e,} such that {J’(x})} is fe„}-independent. 


Constructing 7 = 23 e,6,2,(‘)y„ as in [2], 7 is compact. Then 7”: X’ >Y" is 
of the form 7” (x) = 3 8,6,” (z,) Jy(y,). Such 7” is 1—1 since {J’x}} is total, and 
is purely compact by 4.2. T’X"<J,Y, so JzZ'T” is purely compact. 

Now by Goldstine’s theorem JS is weak star dense in S” (where J: X> X", Si 
the closed unit sphere of X, $’’ the closed unit sphere of X’); since X’ is separable the 
weak star topology on S’’ is metric, so there is x’ € $”’\JS and {z,}<S with Ja, >? 
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(weak star). Then Jy' T"(Jx,) > I T’(&")$UX, where U = JE! T"’J: X>Y. Thus U 
is imperfectly compact, whence X is imperfect. 

4.5 Theorem. Let X be an irreflexive B-space, M< X a closed subspace such that 
X/M is irreflexive with separable conjugate. Then X is imperfect. 


Proof. Let Y be an infinite-dimensional B-space and define T: X/M>Y as in 
4.4. Define U: X>X/M by U(x) =x+ M. Then U is continuous and linear, and 
TU: X—Y is imperfectly compact. 


5. The remaining sections are concerned with the generalized conjugate of a compact 
operator. Let X be a normed linear space, Z a B-space. The B-space of all continuous 
operators T: X—>Z will be denoted X* and termed the generalized conjugate of X. If 
Xand Y are normed linear spaces and Z a B-space, each continuous linear map A: X—Y 
induces a continuous linear map At: Y+> X+by A+t(T) = TsA (TEYt*). It is easily 
shown that A* so defined, called the generalized conjugate of A, satisfies | A| =|A|. 


5.1 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces and let Z be an infinite-dimensional 
B-space. Then no non-zero A: X —Y has a compact generalized conjugate. 


Proof. Let | A(x) | = 1. Choose a sequence {z,} of vectors in Z such that |, | < 1 
for each i > 1 and {z,} has no convergent subsequence. 

Choose y’ € Y’ such that y’(Ax) =1, |y’| = 1. For each n >21, define T„: Y>Z 
by T„= y’(*) z„. Then | 7,„| < 1 foreachn > 1, yet A*7T„ = T,„.s A has no convergent 
subsequence. Thus A + is not compact. 

Given a normed linear space X and a B-space Z, one may topologize X + in several 
ways. In the sequel we shall use only two of these, the weak operator topology and 
the Z’-operator topology, both of which produce a Hausdorff locally convex topo- 
logical linear space. The weak operator topology has as a local subbase at O0 the collection 
of neighborhoods N (0; 2’; 2;e) ={TE X+: |z’(Tx) | <e} as x ranges over X, z’ over 
Z, and e >0. The Z’ operator topology has as a local subbase at 0 the colleetion of 
N(0; 2;e) ={TEXt+: |z’T| <e}as 2’ ranges over Z’ and e > 0. These two topological 
linear spaces will be denoted by (X+, TXZ’) and (X+, TZ’) respectively. 

If X is a normed linear space and W a topological linear space, an operator 
T: X>W will be called totally bounded iff T carries the closed unit sphere of X into a 
totally bounded set in W. The next two lemmas are readily established. 


5.2 Lemma. Let X be a normed linear space and W a topological linear space. The 
collection of totally bounded operators T: X—W forms a subspace of [X, W] closed in the 
topology of uniform convergence on the closed unit ball in X. 


5.3 Lemma. Let X and Y be normed linear spaces and let W, and W, be topological 
linear spaces. Suppose T: X>W, is totally bounded while U: Y>X and V:W,>W, 
are continuous. Then TU, VT and VTU are totally bounded. 


5.4 Lemma. Let X be a B-space and let {x'y;_,< X’. Then there is ak<n and 
%y...,2,€ X such that {x,}}_, is linearly independent and X is the topological direct sum 
of sp (X,,..., 2) and the intersection of the null manifolds of the x‘. 


Proof. Let ui be a maximal linearly independent subset of {z;}}_,. Then 
a ker (2;,) = Nker (a) and for each 1<j<k we may and do pick z,€E N ker (x, ) 
= i=1 m+j ” 


such that 2,,(2) =4. Such a choice gives {x,}}_, linearly independent. Defining 


k 
P:X>sp (2,,...,‚zu) by P(a)= 2 2, (2) x, provides the required projection. 
je1 
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5.5 Theorem. Let X, Y, and Z be B-spaces, and let A: X —Y be given. Then A is 
compact iff At: Y+>(X+, TZ’) is totally bounded. 


Proof. (i) Suppose A is compact. Then A’: Y'’— X’ is compact. Let e > 0, z|,...,2,€Z' 
be given such that |z; | < 1 for each i. Pick z,, . . ., 2, of norm 1 by 5.4. Let P 











be the projection onto sp (21, - - -, 22) along n ker (z;). Let $ be the closed unit sphere 
of Y+, 5’ the closed unit sphere of Y’. For each 1<si<sck, let P, be the projection of 
SP (21,.-.;2,) onto sp (2) along sp (2,,--., 2» 441, --,23). Let M = max | P\. 
There exist yı,..., 4, € S’ such that A’(M | P|$S’)< U S(A’y;, e/k) since A’ is compact. 
i=1 
(ii) For each function f mapping {1,2,...,A} into {l,2,...,m}, let 7,: X >Z be 
k k 
defined by T,(x) = FZyj,„(Ax) 2,;. Now if y’€S, Py* = Fyp,+,,(') 2; There is a function 
j-1 il 


g: {1,2,...,k>{1,2,...,m} such that | A’ypy+,, — A’Yya | < e/k for each i among 
1,2,...,k. Let g be so given. Then ifi is among 1,...,n we have 






|3(4+y*— 7T,)|=|z(PytA) +z(7— P)yA—zT,|=|3PyA—zT, 


k k 
ch Yo, A() 3 — z WnAC)a) 


J ö 
j 
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| 
s|z| ZU sAU 3 God) 3) 


k 
Ss Z| yes Al)— unAl)| 









3-1 
k k 
. ’ ’ ’ ’ > 
- - Ay Ayo! < - ejk = e. 
j j= 


Thus A*($) < . N (T,; 21... ., 2,5 &), whence At: Y+>(X+, TZ’) is totally bounded. 


(iii) Conversely, suppose A+($) is TZ’-totally bounded. Suffices to show A’($') 
is totally bounded. 


Pick z€ Z, 2° €Z’ such that |z | = 2’(2) = 1,2 =sp (z) ® ker (z’). If y’ €EY\, 
let T, € Y+ be that operator with 7T,(y) =y’(y)z (y€ Y). Let e > 0. There are 
T,,-:., T„€S with At($)< U N(AtT,;; 2’; e). Let P be the projeetion of Z onto 

i=1 
sp (z) along ker (z’). For each 1<i<n, define yEY’ by y(y)z = PT,;(y) (yE). 


(iv) Let y’ € $S. There is an i among 1, 2,....,n such that |’ A +(7,)— z’A +(T,)| <e. 
Let i be so given. Then 















Ay—Ay|=-|yA—yAl-|’@)yA—zl)yA| 
“NA 2'(2) — y;(Ax) 2’ (2) | u ie En re a ad 

- sup |2’(y Ax)z—z’(PT,Ax)z| “u z’ At(y’(-) 2) (x) —2’A+(PT,)(e)\ 
= |24+-)2)—24*PT,| = |2’At(y’(-) 2) — 2 AtPT,— z’At(I— P)T,| 
= | zA+(y’(-) 2) — 2’A+(T,) | = |#AHT,)—24*(T)| <e. 





Thus A’($S’)< U S(A’y;,e), so A’(S’) is totally bounded. 
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6. This section is a consideration of the generalized conjugate of a compact operator 
inthe event Z is assumed to be reflexive. Recall that a topological linear space is quasi- 
complete ıff each bounded Cauchy net is convergent. It is easy to see that a B-space is 
weakly quasi-complete iff it is reflexive. The following lemma follows readily from the 
principle of uniform boundedness. 


6.1 Lemma. /f X and Z are B-spaces, a set B< X*+ is TZ’-bounded if it is 
norm bounded. 





6.2 Lemma. Let X and Z be B-spaces with Z reflexive. Then (X+, YZ’) is quasi- 
complete. 


Proof. Suffices by 6. 1 to show that the unit sphere, 5, of X+ is TZ’-complete. Let 
(Tolaes <S be a TZ’-Cauchy net. Then {T,x}.e, is a bounded weak Cauchy net in Z 
for each x € X, which converges to a unique limit 2 €Z since Z is reflexive. 


Define 7: X>Z by T(xz) =& (zE€E X). Such T is clearly linear and well-defined. 
In order to show that 7 is continuous, it suffices to show that z2’7 is continuous for 
each 2’ € Z’. In fact, if EZ’, e>0, and {z,}—0, there is an a€ A such that b, c > a 
implies |2’7,— 2’T.| <e/3. The corresponding 7, is continuous, so there is an N 
such that n> N implies || <s1, |2Taxn | <e/3. Let n>N. Since 7T,2„> Tzx, 
weakly, there is an a, = a such that « > a, implies | 2’7,x„— 2’Tx„ | < e/3. Then 







Ix.| 
ım | wer „' f z f ö 1“ EiIn| n 
Tı,|S|T,— zT, | +27, 2 Tarn| + I"T,x.| <e/3+ u +el3<e. 


n | n an 





Hence z’T is continuous. 
Now {7 4> T(TZ’), for if EZ’, ’T,e>2'Tx (x€E X), i.e. {’7,}>7’T in the 
weak star topology on X’. But {z’7,} is Cauchy and X’ is complete, so 7,>z’E X’ 
for each z’€Z’. Then certainly :’7,—2’ (weak star). The weak star topology on X’ is 
Hausdorff, so 2° = z2’T(z’€Z’). Thus 7,> T(TZ’). 


Need TES. But 















| | se n „' ni „' 
|T|= sup | Txr| = sup sup |z’Tx| = sup sup |2’Tx| 
j|z2|sı z|sı |’|sı z|sı |z|sı 
sup |z’7T| = sup lim |z’7,| < sup|?’| =1. 
z|sı £ 1x z’ 1 

















Thus $ is (TZ’) -complete. 


Let X be a normed linear space and W a topological linear space. A map 
T: X>W is compact iff T(S) is conditionally compact. In the light of this definition, 
6.2 and 5.5 combine to give a slightly more satisfactory result. 


6.3 Corollary. Let X, Y, and Z be B-spaces with Z reflexive. Then amap A: X>Y 
is compact iff At: Y+—(X+, YZ’) is compact. 


In the event dim (Z) < ©, this result takes a much simpler form. 


6.4 Corollary. Let X,Y, and Z be B-spaces with Z finite-dimensional. Then a 
map A: X -Y is compact iff A*: Y*— X+ is compact. 


Proof. If Z is finite-dimensional, the Z’-operator topology on X* coincides with 
the norm topology. 


The following useful lemma appears as [1, VI. 9.6]. 
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6.5 Lemma. Let X and Z be B-spaces. Let S be the closed unit sphere of |X,Z]. 
Then S is compact in the weak operator topology iff Z is reflexive. 


We are now able to prove the following interesting analogue of full compactness. 


6.6 Theorem. Let X, Y, and Z be B-spaces with Z reflexive. Let S be the closed unit 
sphere of [Y,Z]. Then amap A: X —Y is compact iff A+(S) is YZ’-compact. 


Proof. Apply 4.1 to obtain the continuity of A+|S: (S,YYZ’)>(X*+, YZ’). By 
6.5, (S, T YZ’) is compact, whence (A+($), TZ’) is compact. 
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Fatou-Rieszsche Sätze in der Theorie 
der starken Rieszschen Summierbarkeit von Dirichletreihen 


Von Richard Warlimont in Syracuse, N.Y. 


1. Einleitung 
Die starke Rieszsche Summierbarkeit unendlicher Reihen ist folgendermaßen 
definiert (vgl [2], p. 123): 


Seien k,p Z 1 reelle Zahlen, wobei kp + 1 > 0 ist, und sei (z#„) eine reelle, nicht 
negative, streng monoton gegen oo strebende Folge. 


Dann heißt die unendliche Reihe 5 a, (a, komplexwertig) stark summierbar im 


n=1 


Rieszschen Sinne mit der Ordnung k, dem Typus # und dem Index p (kurz: summierbar 
'R, u, k |?) zur Summe a, wenn für die gewöhnlichen Rieszschen Summen 
A,(0) = 2 (0a) 
die Beziehung 
f\ A}, (o) — ao |? do = o(a**!) für > © 
0 


gilt. 


Entsprechend nennt man 53 a, beschränkt im Sinne | A, u, k |», falls 


n=1 


[| Aito) ? do = O(x*+!) für > oo 
0 


gilt. 
Man schreibt dafür kurz 


'a„= a| R,u,k|r beziehungsweise £ a, = O(1) | R, u, k|r. 
n=1 


n=1 


X 
Zu einer Dirichletreihe $ a„e””’"* gibt es stets eine Abszisse 
1 


n = 


ce=c(k, p) 
derart, daß 


EZ aye" = f(s) | R,A,k|P für Res >c 
n=1 


ist, während für Re s < c nirgends Summierbarkeit im Sinne | R, A, k |? besteht; f(s) ist 
eine in Res > c holomorphe Funktion, die für Re s > Max (c, 0) durch folgendes un- 
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eigentliche, absolut konvergente Integral dargestellt wird: 


fts) = / A:(u) e”*"du; 


ET, 


und die Abszisse c(k, p), falls sie nichtnegativ ist, ist gegeben durch 


c(k, p) = inte N A*(u) ? du = O( em) 


(vgl. dies für den Fall der gewöhnlichen Dirichletreihen, d.h. A, = log n, mit [5], S. 29 
und für den allgemeinen Fall mit [4]). 


Der erste Teil der vorliegenden Arbeit!) gilt dem Studium der Summierbarkeit im 
Sinne | R, 7, k |? einer Dirichletreihe auf der Abszisse c(k, p). 


Fri Übertragung der Ergebnisse von M. Riesz über typische Mittel (R, A, k) (vgl. [5] 
oder [1] p. 69 ff.) auf die starke Summierbarkeit | R, A, k |? beweisen wir nämlich (vgl. [1], 
P- 74, theorem 3. 62): 


Satz 1. Si kp+1>0,c>0 und 


[| Aito) e“" |Pdw = o(a*?*') beziehungsweise O(«?*'). 
0 


Dann gilt 


sk+l 


j A* su | 3. kl» 
Pik+i) A;(u) e”dn | R,),k|' 


x 
P2 A, er = f(s) Er 
n=1 


für Res >c. 

Ist die für Res > c holomorphe Funktion f(s) auch noch holomorph in s, = c + üb, 

so gilt 
x fiso) | R,A,k|r im Falle o 
._. - lOt1)| R,A,k|r im Falle O, 

1) fürk=[k] und ce >0, 

2) für beliebiges k mit kp+1 >0O aber ce >0, 
und zwar gleichmäßig in jedem beschränkten, abgeschlossenen Intervall der Holomorphie 
t, St, <t,, welches 0 nicht enthält. 

Die Voraussetzung der Holomorphie läßt sich nun wesentlich abschwächen; es 
gilt nämlich (vgl. [1], p. 75ff): 

Satz 2. Sei f(s) beschränkt in einem Gebiet G der Halbebene Re s > c, zu dessen 
Rand ein O0 nicht enthaltendes Intervall der Abszisse c gehöre, derart, daß für alle 
t, <t, <t, desselben bei horizontaler Annäherung der Grenzw ert im „f o + it,), bezeichnet 
mit f(c + it,) = f(s,), existiert. 

Dann gilt die Behauptung des Satzes 1 


1. im Falle k=0 an allen Stellen t,, wo f(c + it,) durch seine Fourierreihe dar- 
gestellt wird, 


2. im Falle k >0 fast überall in t, <t,<1t,. 





1) Satz 1 und 2 für ganzes k sowie Anwendungsbeispiele in der Zahlentheorie finden sich bereits in der 
Dissertation des Verfassers, Göttingen 1961. 
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Übrigens erweist sich — wenigstens für ganze k >0 — im Falle ce > 0 die Be- 
dingung fi A! (w) e“" |?d» = o(a*?+!) beziehungsweise O(x*”*'!) auch als notwendig für 
v 


A 


X 
die Summierbarkeit beziehungsweise Beschränktheit von $ a„e””r* im Sinne | R, A, k |? 


n=1 


für ein ss, = c + it, (vgl. [4] oder die Dissertation des Verfassers, Göttingen 1961). 
Im zweiten Teil der Arbeit beweisen wir für die Summierbarkeit im Sinne 


| R,l,k |” Dirichletscher Reihen 5 al,‘ analog zu Satz 1 (vgl. [1], p. 78, theorem 3. 65): 
=] 


Satz 3. Sik>20,c20,pzi1,,=c+ ü und 


z 
[| Af(u) |’du = o(a*+9P*!) beziehungsweise O(x*+"r*!). 
1 


Dann gilt 


x Bi P(s+k+1) 2 k te 
> = IM : —_ - IP 
=, a,l, f(s) Mo) Fk+1) | A; (u) u du | R,I,k| 
1 
für Res >c. 


Ist die für Res > c holomorphe Funktion f(s) auch noch holomorph in ss, = c + it, 
so gilt 
= ( f{so) | R,1,k|r im Falle o 


y — _ 
ui Tnın 


1 lot) | R,l,k|r im Falle O 

und zwar gleichmäßig in jedem beschränkten, abgeschlossenen Intervall t, <t,<t, der 
Holomorphie, das O nicht enthält. 

Bezeichnungen. Für p > 1 bedeutet g die zu p konjugierte Zahl: E= u“ ). 

„integrierbar‘‘ bedeutet stets „integrierbar im Lebeguesschen Sinne“. [k] ist die 
größte ganze Zahl <k. 

Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird häufig an Stelle des O-Symboles das 
<-Symbol verwendet. 


o und O beziehen sich stets auf die Bewegung einer Variablen x, w,... gegen . 
Q(...) ist als Abkürzung von ‚o beziehungsweise O(...)‘‘ zu verstehen. 
Vorbemerkung. Die Beweise sind durchweg nur für p > 1 geführt; es wird immer 


wieder die Höldersche Ungleichung benutzt werden, worauf nicht stets von neuem hin- 
gewiesen wird. 


Grundlegend für das folgende ist ein Analogon zum Maximumprinzip holomorpher 
Funktionen, nämlich 


Hilfssatz 1. Sei die Funktion g(s, ®) der komplexen Veränderlichen s und der reellen 
Veränderlichen w bezüglich s in dem beschränkten und abgeschlossenen Gebiet G stetig, im 


Inneren von G holomorph, und sei | $(s, ®) |? bezüglich w in 0 <  < x integrierbar. Dann 


wird Max [| #ts, ») |’dw auf dem Rande von G angenommen. 
u. 


Beweis. [| p(s, ©) |?dw ist eine subharmonische Funktion (vgl. [3], p. 159, ins- 


0 
besondere theorem 206). 
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1. Teil: Typus A 


Si 0<A <''-<A,Too und 


A:lo) = , z a„(® — A,)‘ für k > —1 und A,(w, s) = i = ae rk — 1). 
% 


no 


Dann gilt (vgl. [1], p. 53, Lemma 3. 31) 


[07 


— ü8 | ch r k + 1 1 R ä —8Uu r—1 
(1.1) Akdo,s)=e"A:ıo)+ = s | 5 Ya | A,(u) e" (w — u)" du 
ö 


für k= [k], 
(1.2) A,lw,s)= e" A,(o) 


[} 


I(k + 1) [ s u 77 F% k—H—1 
+ I(H+A)T(k—H+2), Ay(u) (e e”®) (o— u) du 
0 
A 1 +1 (H+1\ I(k+1) [a Mr EEE: 
ve, (H +1),Z 2° | r T(k—H+r) A„(u) (® — u) du 


fürk +[k)Z20, H=[k] +1 und 
(1.3) Arlo,s) = e”A,lo) — kf- A (u) (e”*" — e*®) (o — u)" du 


E= s [ Aslu) ee" (o — u)*du 
0 
für 1 <k<0. 


Wir beginnen mit einer Reihe vorbereitender Hilfssätze Fatou-Rieszschen Charak- 
ters über die starke POLE" von Laplaceintegralen. 


Hilfssatz 2. Sei K > 0, b(u) beschränkt und integrierbar in O0 <= u < ©o und 


“a 


f| b(u) |’du = Q(w*). 


Dann ist F(s - [br u) e”"du holomorph für Res > ( 


Sei F(s) auch noch holomorph in it, und sei 


(5) [F(s) e] — [» (u) e" (w — u)’du 


v0 


H(s,o) = e”” 


mit einem ganzen r =. 
Dann ist 
fl H (it,, ©) do = Q(x*) 
0 


und sogar gleichmäßig in jedem beschränkten und abgeschlossenen Intervall t, < 1, Sta 
der Holomorphie (vgl. [1], p. 69, lemma 3. 61). 


| ® | o Ds er 
Beweis. Aus | [ b(u) du < | [| b(u) rau) wi — Ola» +7) folgt die absolute und 
0 0 


gleichmäßige Konvergenz und somit auch die Holomorphie von F(s) für Res >. 
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Es werde nun fl e®H (s, ©) |Pdo im Holomorphiegebiet abgeschätzt. 
0 


I) Res >0. Hier ist 


H(s, ©) = [ b(u) e (o — u)'du, 


[77 


2. RR...) p 
| H(s, ©) P< [| b(u) Pedu| Jto _ uredu) 


[77 


< . ri fl b(u) Pe"du, 
fi e” H(s, o) Pdu < o ; [erde [| b(u) |P’e”"du 
< re b(u) Pdu + e” fi b(u) Pewdul. 
ö F 
fi b(u) Pe”"du = —e” fi b(v) Pdv + of e""du fi b(v) |Pdv 
£ ö ; ö 


= e=Q(zF) + salfe” u* du). 


fe "u"du = [k + u Ketrttdu<e” fe + u®) era) 
r 0 0 


<e lt +), 


Dies ergibt zusammen 
7 
fl e®° His, ©) ’ do < at+Dr (Ark) + “> < ot+Dr-Kg(zK), 
0 


2) Res <0. Hier ist 


4 d r Y ws p . a u j a 
I) woen” ao < | are ran < 017, 
y 0 


p \p> 


[ biu) e"" (vo — u)'du, < [| b(u) Pe" "du (/ HI — u" du) 
0 0 0 


p @ 
< ||” e” [| bin) Pe"du, 
0 


[e”do [| b(u)Pe”"du < [| b(u) Pe”"du [ e"do = | |""Q(a*). 
0 0 u 


ö 
Dies ergibt 
[\e" Hs, o) Pdo < |o |! + | o | "+D?7Q(ER) = | a |HVPQ(ER). 
0 
Somit gilt im Holomorphiegebiet von F(s) für o + 0: 


fi e'°H (s, ») ’do = | a |"+VP-KQ(zk). 
ö 


Nun werde das Intervall [it,, it,] in ein im Holomorphiegebiet enthaltenes Recht- 
eck A mit achsenparallelen Seiten eingeschlossen; dabei seien i7, und i7,, dessen Schnitt- 
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punkte mit der t-Achse, also 7, <t, <t,<T,. Dann ist |s— ıT, | |s—iT,|<|o 
gleichmäßig für alle Randpunkte sE R. 


Setzen wir 
$9(s,®) = (s— iT,)*(s — ıT,)*e®H(s,o) mta=r+1+ > i 1 bezie 
so sind für p(s, ®) und AR die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfüllt. Auf dem Rand # 
von R gilt, abgesehen von Res = (0, die gleichmäßige Abschätzung also 
fl Y(s, ») Pdw < | o |"+r+K fl e'® H (s, ©) Pdo = Q(x*), 
0 i 0 
die sich aus Stetigkeitsgründen nunmehr auch auf Re s = 0 ausdehnen läßt und somit 
nach Hilfssatz 1 auf ganz R, insbesondere also auf [it,, it,] gilt; dann ist aber { [ B 
fI H(ü,, ©) Pdo<(| T, —t | | T,—t, wrr y(s, ®) do = Qx*) 
0 v0 
gleichmäßig für t, St, <S tz. 
Hilfssatz 3. Es gelten die Voraussetzungen wie in Hilfssatz 2 mit K=kp+1,kz0. „, 
Dann gilt [@ 
Re " 0 
(a) f [b(u) et ( — u)" du — w" Flit,)| do = Q(a*P*'), 
0 0 
zi o 3 p 
(b) f | [ blu) e**"(w— u)'du do = Ola) (r=0,..,k—1) für k=[k] >), und 
6 16 | 





f bu) eu) du) de > Qatr*') (r=1,..,.[X)+1) für k +[k], 
0 0 | 
(e) f | f b(u) (et — e%e) (m — u gu do = Qlartt), für k+ [K], 

0 0 | 


und zwar wieder gleichmäßig in jedem beschränkten und abgeschlossenen Intervall 
t, <t,<t, der Holomorphie (vgl. [1], p. 72, theorem 3. 61). 


Beweis. Für k = [k] folgen (a) und (b) unmittelbar aus Hilfssatz 2. Sei also weiter- | 
hin k #[k]. Mit H= [k) +1, s, = ü, und 


u er 
B,(y) = [ b(u) e*"(y— u)'du, jz0 
0 
ist dann 
Y 
es T(k+1) ee j nacl 
0 
ö 4 d.h. 
(1.5) By(y) = H [ B,.(u) du. 

. unte 
Zu (a): In unserer Schreibweise ist E0(w 


[| Bio) — o* F(s,) Pdo = Q(zrtt) 


zu zeigen. 








<|o 


Rand $ 


| somit F 
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Nun liefert Hilfssatz 2 für r = H beziehungsweise r < H 


(1.6) FH Buto) —o" Fi) [Pd = Qatr*) 
| beziehungsweise 

d.n) FI Bro) — or Fiss) Pd = Qt), 
| also 

(1.8) FI B.(0) Pd = Qtatr"). 


Sei = 2. Nach (1.4) ist 


1 z| o p 
Ef B,(o) — o" F(s,) |’ do </ J Burlu) — ul" F(s,)) (wo — u) du) do 





1] >9, 


ntervall E 


weiter- F 





(+ Bu u) — u! F(s )) (® — u)" "du even -1=X+Y. 


Nach (1.5) ist 


o—1 
[(Bu(u) — ; u! F(s o)) (w — u)* —H du 
o—1 


= (By(® — 1) — (® — 1)" F(s,)) + (k— H — 1) [ (B„(u) — u” F(s,)) (® — u #1 du 


und somit nach (1. 6) 


z|o—l 7 


X<OrH) + ff |(Bulu) — u" F(s,)) (® — u) du i do 
1 0 


o—1 


< Q(ar+') +/ [IB | B„(u) — u" F(s,) | (® — u)" dudo 
< Qart'!) + By„(u) — u" F(s,) ) du | (o— u)*- ade = Q(x+!) 
u+l1 
Y <f f | B,4,(u) — u"! F(s,) | (® — u)" dudo 


o—1 


u+l 


<1+ fiB [k1 (u) Zu ul‘! F(s,) ?du [wo — u) de 


+ [| Buyla) — WWF is) du | (0 — u "do = Qrert)) 
x—1 u 
nach (1.7). 


Der Beweis von (b) verläuft ähnlich unter Benutzung von (1. 8). (e) ist elementar, 


‚d.h. (e) folgt allein aus der Annahme über b(u): Man spalte f auf in T und f schätze 


unter dem ersten Integral (e”*" — e*®) ab durch oO() di unter um Sdie durch 
Io — u). 


Hilfssatz 4. Es gelten die Voraussetzungen des Hüfssatzes 2 mit 


K=kp-+i1, <k<0, 
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Dann gilt 
7 o 


(a) f dw e "(a — u)'du — w* F (s,) ‚7 — (art), 


0 


(b) f [bku) ww es eo) (w =. u)ye- du Pe #4 at? + 1) 
ö \ö 


Beweis. Für x > 2 ist 


lo p 


f ' [biu) E**(» — u)'du — w"F(s,)| do 
ö 16 


z| /o—l @\ 


p 
<1 +f (J + S \btw) er" (ko — u)"du— oFls)| dio=1+X+Y. 
1 I\ o—1/ 


o—1 o—1 


[ bu) e** (w — u)"du — wo" F(s,) = Bu» — 1) — Fi(so) + k [ (Bo(u) 
0 0 





F (s,)) (vo — u), 
Nach (1.6), mit H = 0, folgt dann X = O(a’**!); ferner gilt 


Y < [do [ | b(u) |’(® — u)'du = Q(atrt). 
1 


o—1 
(b) ist wieder trivial. 
Hilfssatz 5. Sikp+1>0,k+[k], H=[k]+1,c>0. Dann gilt 
f | A,(o) e“® do <& [ | A,(w) e“” do. 
ö Ö 


Beweis. Sei 0 <ö<.c. Dann ist (vgl. [1], p. 3, (1. 21)) 


z x [077 ' pr 
[| Auto) e*" Pdo < [edv [ A,(u) (vo — u)"*""du 
0 0 jo 


> 


zT w 
= [edv [ Ar(u) ee" (» — u)" + "du 
0 0 


z [7 [77 r 
< [e“"do [| Ar(u) Pe" (w — u" du( [e"(w ne 
0 0 0 


zT 


[07 
< fer rdo f| A,(u) Pe?" (o» — u)" du 
0 0 


= [| A,(u) Peru du [ Prem — 2)? qu 
0 a 


T 
< [| Ar(u) Per e?ruqu. 
0 


Beweis von Satz 1. Den trivialen Fall s, = 0 nehmen wir vorweg. 


Für Q=0 stimmen dann nämlich Voraussetzung und Behauptung überein. Im 
Falle Q@ = o lautet die Annahme 


Ea,=0|R,A,k|r. 
1 


Nn= 


Dann gilt aber wegen des Abelschen Prinzips 


lim f(s) = 0 in jedem Winkelraum |ares| <x< 
s—0 


tv 
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wegen der in 0 vorausgesetzten Holomorphie ist daher f(0) = 0, und somit sind abermals 
Voraussetzung und Behauptung identisch. Sei nun also s, + 0. 


Im Falle k = [k] setzen wir b(u) = A,(u) €“, F(s) = s er * f(s) und wenden 
die Annahme über A,(u) auf den ersten Term, Hilfssatz 3 (b) auf die ersten k Terme 
der Summe, Hilfssatz 3 (a) auf den letzten Term der Summe des auf der rechten Seite 
von Formel (1. 1) stehenden Ausdruckes an. 

Im Falle k+[k] > 0 setzen wir b(u) = A,„(u)e“", F(s) = : u f(s) und 
wenden die Annahme über A,(u) auf den ersten Term unter Hinzunahme von Hilfssatz 5, 
den Hilfssatz 3 (c) auf den zweiten Term, Hilfssatz 3 (b) auf die ersten 4 Terme der 
Summe, Hilfssatz 3 (a) auf den letzten Term des auf der rechten Seite von Formel (1. 2) 


stehenden Ausdrucks an. 


Im Falle — - <k<0 werden entsprechend auf (1.3) die Hilfssätze 4 und 5 an- 
gewandt. 

Zum Beweise von Satz 2 benötigen wir eine Verallgemeinerung von Hilfssatz 3. 

Hilfssatz 6. An Stelle der im Hilfssatz 3 voraugesetzten Holomorphie auf einem Inter- 
vall der t-Achse werde für F(s) folgendes vorausgesetzt: Sei F(s) beschränkt in einem Ge- 
biet G der Halbebene Re s > 0, dessen Rand ein Intervall (t,, t,) der t-Achse enthalte derart, 
daß für alle t, <t, <t, bei horizontaler Annäherung der Grenzwert lim F(s + üt,), be- 
zeichnet mit F(it,), existiert. Dann gelten die Beziehungen (a) und (b) aus Hilfssatz 3 

1) für k=0 an allen Stellen t,, wo F(it,) durch seine Fourierreihe dargestellt wird, 

2) für k >0O fast überall in (t,, t,) 
(vgl. [1], p. 75, theorem 3. 63). 

Beweis. Sei s€eG. Dann ist (vgl. [1], p. 75) 


it, 

a ET 2 1 En 5! 2 

Fi) =; | U +. | de = Rus) + ße), 
it, [6 

wobei C einen in G verlaufenden, in it, und it, einmündenden und zusammen mit dem 


Intervall (it,, it,) den Punkt s umschließenden Weg bezeichne. Es ist 


u 


F.(s) = J 


tb; 
(u) e*"du mit (u) = ä - I Fit) e“dt = o(1) 
, 2n 
tı 


nach dem Riemann-Lebesguesschen i,emma. 
Das mit B(u) = b(u) — p(u) gebildete, für Re s > 0 konvergente Laplaceintegral 


F,(s) = [ Bu) e""du 


erfüllt demnach die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 mit dem Holomorphieintervall 
(t,, it), und daher gilt für alle ı, <t,<t, 


(a‘) f! [ Bu) E. (w — u)" du — o* F,(it,) do = Q(atr+t), 
00 | 


I 0} 


(b’) fi [ Bu) e* (o — u)'du in = (+) (r=0,..,k—A) fürk=[k]>0, 
0,0 | 


f f Biu)e*"(„— u) "du "do = PH) (r=4,...„[k]+ 1) für k + [A]. 
6 ) 


0 
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Für die Bestätigung von (a) genügt daher der Nachweis von 
S p(u) e**(w — u)'du = @*(F(it,) — F,(ü,)) + o(of), 
0 


und zwar an allen bezeichneten Stellen nach Maßgabe der Fälle k = 0 und k > 0. 
Nach den grundlegenden Sätzen über Fourierintegrale (vgl. [7], p. 13, theorem 3 
und p. 30, theorem 15) ist 


{0} {77} t, 
[@ — | u |)Fe** (u) du = u | (® — | u|)Fe "du | Fit) e“ dt 
ni ‘ j : ; 
= 2 | (o — | u | Fe" du f Fit) e“dt = w*F(it,) + o(o*). 
a t, 


Andererseits ist 


0 0 t; 
[rw eu = 2 Menu br et dt 


—o — o 


t, 
Bet __ p-olz—it,) 
ahnen [ Fi ” ai) = 5 ; [ A 
tl er il, 
C 


2 


ut e 
und wegen der Konsistenz allgemein für k > 0 


0 
[ etu) e** (o — | u |)'du = @*F,(it,) + (of). 


—-@o 


Für die Bestätigung von (b) genügt der Nachweis von 
S p(u) e*"(» — u)'du = o(of) für -1<r<k—1; 
0 


das ist eine unmittelbare Folge von g(u) = o(l). 
Satz 2 wird aus Hilfssatz 6 wie Satz 1 aus Hilfssatz 3 abgeleitet. 


2. Teil: Typus 2, 
Sei 1sih, <’' <1,t&x,k>0 und 


A,(o) = u „a „(w®—1,)*, A,(w, s) u 2 a,l; (wo — 1,)*. 


Dann gilt (vgl. [1], p- 62, lemma 3. 32) 


(2.1) Al, s) = w" A,(w) +. P> 2 ( I ) nn 15) A,(u) u" (0 — u)'du 


für k=[k] und 


[07 





a e  ; 7 ran A (u) (u — 0) (w— u) "du 


T(k+1) 214) P(s+r) ‚Anne (ne A-1- du 


r 





Ik —H+r) 


T(s) T(H +1); N 
für k +[k], H=[k) +1. 








Danr 


für J 


falls ı 


ist F 


und . 


letzte 





m 3 


H—1 du 
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Hilfssatz 7. Sei g(u) > 0, [g(u) du = Q(a*) und a >b. Dann gilt 
1 


[g(u) u>”du = Q(a"). 
1 
Hilfssatz 8. Sei K > 0, t, reell, b(u) beschränkt, integrierbar in (1, ©) und 


| du) du = Qlatrt1), 


Dann gilt 


z [07 | 


(a) [| S blu) ut RH ln — u)'du| do = Qlatrt!) 


1 


für jedes Paar r,k reeller Zahlen mt k>0 und —iA<r<k, 


(6) [| [dtu) (u — 0) (» — udn) do = Qlzrt!), 


1 
fır=k— K—1, —2<r<—iundk=0 ist. 
(e) Es ist 
F(s) = [ b(u) u*"*""du holomorph für Res > 0; 
1 


ist F(s) auch noch holomorph in it,, so güt 


@ p 
SS dtu) WA (o — u)'du — o* Flit,)| do = Q(x*?+') für jedes k > 0 
1 


1 
und sogar gleichmäßig in jedem beschränkten, abgeschlossenen Intervall der Holomorphie. 


Beweis. Zu (a): Es ist 
z/o p 
[ (fi b(u) | urn) du 
1 1 
2 {2 o p 
< [ do [ | b(u) Pur tr ua Fur (w — u)'dur 
1 1 1 / 


z ,?r o 
< for [| b(u) Pur Hr (on — u)’dudo 
i i 


p x 
<a S | dia) Pur tu [ (w — u)'do 
1 


u 
k®4r+ı K k 
<rı S | biu) Pur + qu 
1 
= Qt), 


letzteres nach Hilfssatz 7. 
Zu (b): Es ist 
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und somit für ® > 2 


| [btu) (u — 0%) (ow — u)'du i 


1 
1 


® 


p [77 
< fi b(u) | (wo — ur +| fl b(u) a” (w — oy*1a 


p 


-1 p P2 4 2 p ® 
<o''”a fl b(u) P(o» — u)’du + w N [I b(u) P(® — u)'*'!, 
1 [777 


Für > 4 ist dann 


x {0} R E i p 
f [b(u) (u — 0") (» — u)'du| do 
i ji 


{7} 


(+8 E e_ -p+ir+ 2)? ' 
<1+ [fo do [| b(u) |P(® — u)'du + [o® ? do [ | b(u) |’ (® — u)"*!dn. 
3 i 3 iD 


Tepsi 


" (+ 5 a ‚ f tin? R 
Jo" "do f | b(u) |’(® — u)'du = [| b(u) du [wo *(o — u)'do 
p} 1 zu 

? „.er+n2 , 7 R : +1 +4r+1 
< [| b(u) Pu" "du [(® — u)do < [| b(u) Pu” @ du 
i i 


< fl b(u) Pult+Drqu a f | b(u) Pu Mr qu 
y 1 
— Q(a*’+!), 


letzteres nach Hilfssatz 7. Ferner ist 


- Hr, f 
[® "do [ | b(u) |P(® — u)'*'du 


7 


2 zu _ 9yP 
<1+ f | b(u) du [o BAR UG (® — u) *!do 


u 


? ? 2? 
+ f | b(u) Pdu [a "9a (wo — u)’ *'do 


z 
2 SP +4r+2 5 +2)? 4742 ? 
<1+ [| biu) "eg et ER ann Dad S| bu) |Pdu 
2 r 


x 


<1+ fl b(u) Furt tar gu + art +DPQ(zErH) u Q(air+!), 
ö 


Zu (ce): Aus 


u | u u 2 
fbiwdt' < (fi b(t) ra) ur <& uf*! 
i | i 


folgt die absolute und gleichmäßige Konvergenz von F(s) = [ b(u) u"*"'du für 
1 


Res>6ö>0 und somit die Holomorphie von F(s) für Res > 0. 


z @ p 
Sei G(s,2) = [ |o' rw urn — u du — o*F6) do, und sei 
a | 


2 5 
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Han. 


lu für 





= ah 





Warlimont, Fatou-Rieszsche Sätze bei starker Rieszscher Summierbarkeit 


1) Für Res >0 und k >0 ergibt sich 





[btu) udn [(w— "dt — Flo) | a "du 
1 u 0 | 


{7} t 


Fo — tar [ bu) ur "du — Flo) (J +f)w—n" a "do 


z| R 
u 


I 





I 


Fr flo IR — 1) 1dı bu) u” &-1du— F(s) in = aa "u 


z {7} +) p z 
<[ur(fo — 1a [| bu) | ur) do + [or+a-Drgn. 
1 t 1 


1 
Nun ist 
[areto vg = o(at!) 
1 


wegen o < 1; weiter ist 


(fon |b(u)| nF tändı) 


u» 


1 t 


o © oa © p 
< [ [io — 1)" | b(u) Puertandı | So — Tu du au) 
8 
{7 ee) o © p 
< [(® — 1)" "dt [| b(u) Purtan( Fiona furtau) 
1 t 0 ı 
2 BR} J (wo — 1)" dt fl b(u) Pur qu. 


fi b(u) Pu #r! du 


— |u-#r1 (| Hfo) |Pdv 
1 





ae («+ Kp+i) [wr-#r-qu fi b(v) |Pdv 
t 1 


= (1%) + f Qu!) du = o!Q(r>); 


[7 


1 (® — IQ) dt = Q(ot"); 


insgesamt gilt daher für o > 0: 


G(s,2) < Q(ar+') + Bad) ae a PR 
1 


= (art) + 0? [Qlar) do = orQ(drt)). 


Im Falle k = 0 verfahre man ähnlich. 


2) Res <0: 


. 4 p z 
G(s,x) < fer" | b(u) | uleI-K-1 (wo — udn) do + [world go 
1 1 1 


z [”) o p 
< forrau(fi b(u) |? ul1-#>-1 auf ul — udn} + zt-IeDe+ti 
1 1 0 
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letzteres wegen |o| <S. 
2 P 1p+lel? 
<f[oar'? lo Q(wl°!) lo | To” "do + zik-lep+1 
1 
< | o ? [elo®) do + z(r-leDr+1 _ | o |?Q(a**!) + zk-lolp+1, 
1 


Insgesamt ergibt sich also: In einer Umgebung von it, gilt für O<|o|< T die 
Abschätzung p 


G(s, x) < |o | ?Q(a#r+!) + a-Iebrt1, 


Auf dem Rande eines wie in Hilfssatz 2 gewählten, außerdem im Streifen | o | < 
enthaltenen Rechteckes R gilt sodann für die Funktion p 


o(s, ®) = (s— iT,) (s — iT,) w* [btu) u (eo — u)"du — w* F(s) 


die Abschätzung 
[1P6s, 0) Pdo < Qta#r*) + | o |paW-Iedotı — Quziett), 
1 


Hieraus folgt unmittelbar (c). 


Beweis von Satz 3. Im Falle s, = 0 schließt man wie früher. 


Sonst unterscheidet man die Fälle 
1. k=[k]. Man setze b(u) = A,(u) u“, F(s) = ante und wende 
Hilfssatz 8 (a), (c) auf (2.1) an. | m 


2. k #+[k]. Man setze H=[k]) + 1, b(u) = A,„(u) u“, F(s) = TH4+1) I u, 


K = H und wende Hilfssatz 8 (a), (b), (c) auf (2.2) an. T(H+1+s) 
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Erweiterte Symmetrieeigenschaften von Lösungen 
gewisser linearer Rand- und Eigenwertprobleme 


Von Joseph Hersch in Zürich 


$ 1. Einleitung 


1.1. Es ist wohl bekannt, daß bei vielen Rand- und Eigenwertproblemen eine 
Symmetrie des Grundgebietes eine entsprechende Symmetrie der Lösungs- bzw. Eigen- 
funktionen zur Folge hat. 


Ist z. B. das ebene Gebiet G symmetrisch bezüglich der x-Achse, so folgt dieselbe 
Eigenschaft für die erste Eigenfunktion v,(x, y) einer schwingenden Membran, welche G 
bedeckt und längs des Randes /’ festgehalten wird: Av, + Ar, = 0 inG, v, = 0 längs T'; 
es gilt nämlich v, (x, —y) = v,(x, y). Man kann diese elementare Eigenschaft etwa folgen- 
dermaßen beweisen: Die Funktion d(z,y) = v,(x,y) — t,(2,—y) ist in der oberen 
Hälfte O=Gn{y >0} von G definiert, erfüllt dort Av + A? = 0 und verschwindet 
längs des Randes » von Q; da Q einen höheren Grundton hat als G (Monotonie), ist 
o=(, q.e.d. 


1.2. Die vorliegende Arbeit gilt einer Verallgemeinerung dieser Betrachtung auf 
Gebiete G, welche aus einem Teilgebiet Q durch fortgesetzte Spiegelungen an einer be- 
liebigen (geradlinigen) Kante von Q entstehen. Die Überlegung ist so elementar, daß 
sie vielleicht schon längst bekannt und wieder in Vergessenheit geraten sein dürfte; 
jedenfalls erlaubt sie bei der numerischen Behandlung von Rand- und Eigenwert- 
problemen Vereinfachungen (siehe $ 4), welche in Standardwerken darüber [1] nicht 
verwendet werden. 


1.3. Das (zusammenhängende) Gebiet G soll folgenden Voraussetzungen genügen: 
G=Q v0 0. VO V@U VW uKru Ku: uR, (mn, E21) 
mit paarweise punktfremden Untermengen Q}*, Q7, K, folgender Art: 

— Alle Q# sind direkt kongruente Teilgebiete („Zellen‘‘); wir setzen Q* = 0; 


— alle Q7 sind direkt kongruente Zellen, jedoch zu Q anti-kongruent; 


— jede Menge K, ist eine geradlinige Strecke, welche eine Q;* von einer Q; trennt, 
und zwar sei Q7 das Spiegelbild von Q;" bezüglich K,. (Siehe Fig. 1.) 


19* 
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Bemerkung. Zwei Teilgebiete Q;* und Q;* dürfen eine gemeinsame Randstrecke 
haben; diese ist dann aber kein K,, sie gehört nicht zum Gebiet G, sondern (doppelt 
gezählt) zum Rand /' von G. 





Fig. 1 


Sei z= z* ein Punkt in @ = Q}*; durch fortgesetzte Spiegelung an den Strecken K, 
können wir in jedem Q* einen Punkt z# konstruieren: z2/*,...,2}, 2],.. -,2,; wir setzen 
(vielleicht unnötigerweise) voraus, daß keine weitere Spiegelung an eine K-Strecke zu einem 
weiteren Punkt z, führt. 

Alle unsere Voraussetzungen sind erfüllt, wenn das betrachtete Gebiet G durch wieder- 
holte Spiegelung eines Rechtecks oder eines gleichseitigen Dreiecks (oder eines Dreiecks mit 
Winkeln 90° 45°45° oder 90°60°30°) entsteht. 


1.4. Wir führen noch folgende Bezeichnungen ein: 

Sei yj die Randkurve von Q#; einem Punkt r;* €y;* entsprechen Punkte r} € yf. 
Jeder dieser r; gehört entweder zu /', oder er liegt auf einer inneren „Spiegelkante“ 
zwischen einer Zelle Q;* und einer Zelle Q;; im letzteren Fall ist offenbar r* = r;. 

Der (reelle) Parameter s soll die Punkte auf 7‘, der Parameter o die Punkte auf 
y = yı beschreiben. Zu einem Wert von o gehört ein Punkt r+, also m Punkte r* und.n 
Punkte r;‘;; davon seien p S m Punkte r;* auf 7’, ebenso g < n Punkte 7 € I (p,9 20; 
m —p=n—.g). Diese p + q Punkte entsprechen gewissen Werten von s, die wir mit 
s=o+t,,..,P+, ®-,,..,0®- bezeichnen wollen. 


$ 2. Randwertprobleme zur Poissonschen Gleichung 


2.1. Dirichletsches Problem. 
2. 1.1. Wir betrachten folgendes Dirichlet-Problem zur Poissonschen Gleichung: 


(1) Av = —o(z) in G, v=f(s) längs T. 
Sei wieder y=y* der Rand von O0 = (+; für alle z= z+ €Q ist die Funktion 
(2) 2) = rl) + +) — ei) — oz) 
definiert; sie ist die Lösung des folgenden Randwertproblems in ®: 
(3) Ab = — (2) in Q, 5 = f(o) längs y, 
wobei 


(4) e() = el) + +el)— ed) —""—eolz) 
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und 


(5) flo) = +) + --- + Et) — Ma) — - - -— field). 


Die Gültigkeit von (5) folgt einfach daraus, daß sich die Beiträge der inneren Punkte 
rt =rz paarweise aufheben: v(rf) — v(r7) = 0. 

Kann man das Randwertproblem (3) in @ lösen, so liefert (2) bei bekanntem v(z) 
eine endliche, lineare, durch die unbekannte Lösungsfunktion v(z) befriedigte Funktional- 
gleichung. — Qualitativ formuliert: durch Lösung eines lokalen Problems bekommt man 
eine diskrete globale Gleichung für die Lösungsfunktion. — Zu dem Gedanken der Zer- 
legung eines Problems in globale und lokale Teilprobleme, vgl. [2], sowie die Arbeit [4], 
die von derjenigen [7] von H. F. Weinberger angeregt wurde. 

2.1.2. Beispiele (vgl. Fig. 2). 















































- - + an + 
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Fig. 2 


(a) Laplacesche Gleichung Av = 0); 
._..J9 längs der äußeren Randkurve; 


1 längs der inneren Randkurve. 
4=0in Q und # = 1 längs y, also © = 1 in O: 
o(zF) — vlz7) + vlz$) — olzZ) + olz}) — olzz) + vlz}) —vlz7) =1. 


Liegt insbesondere z;‘ im Mittelpunkt von Q, so haben wir (Symmetrie, vgl. 1.1) 
(a) = vl) = vl) = v(zf) und v(z7) = vl) = v(z5) = v(z7); daher 


1 
ar) — ea) =z- 


(b) Torsion eines I-Profils 


dv = —2 in G, v = 0 längs des Randes /". 
*(2) = vlt) + (a) — vl) + Ola) + ea) — rl) + vl); 
4 = —6 in Q und ö = 0 längs y; also löst die Funktion %(z)/3 das Torsionsproblem für 


das Quadrat Q. Dies ist gerade das zunächst zu lösende „lokale Problem‘. 
Liegt insbesondere 2 = z* im Mittelpunkt von Q, so gilt (Symmetrie) 
v(2#) = (at) = v(a}) = v(zf) und v(z7) = vlg), 
also 
(2) — 20(z7) + Aulz#) = dla). 
(ec) Torsion eines gleichseitigen Dreiecks 
dv = —2 in G, v = 0 längs des Randes [". 


ö(2) = dla) — vl) — vl) — vl); 
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40 = +4 in Q, v = 0 längs y; die Funktion —v/2 löst also das Torsionsproblem für das 
Dreieck Q. 


Liegt insbesondere 2,‘ im Zentrum a,soit 7 =b, 3 =c, 3 =d, und es gilt 
(Symmetrie) v(b) = v(c) = v(d), also 


v(a) — 3v(b) = v(a) — v(b) — v(c) — v(d) = v(a) = —2 > v(a) 
(Q hat halbe Seitenlänge), 
v(a) = 2v(b). 
(d) Torsion eines L-Profils 
Av = —2inG, v = 0 längs T’; ö(z) = v(z}) — v(z7) + vl) — (5); Av = Oind, 


© = 0 längs y, also # = 0 in Q: 
v2) tea) =elz) + el). 
Lassen wir 2; gegen einen Randpunkt a gehen: 
Ri | | | 
on . au Miu Mm’ 
Diese Normalableitungen von v sind bekanntlich bis auf einem konstanten Faktor gleich 
den Spannungen in den betreffenden Randpunkten. 


2.1.3. Bemerkungen. (a) Die Methode kann auch im umgekehrten Sinne angewandt 
werden: Wird ein Randwertproblem in Q gegeben und kann man ein entsprechendes (zu 
konstruierendes) Hilfsproblem im zusammengesetzten Gebiete G lösen, so läßt sich die 
gesuchte Lösung v in Q aus derjenigen v in G nach (2) konstruieren. 

(b) Die Methode läßt sich u. U. [£ + r(z#) absolut konvergent] auf den Fall über- 
tragen, wo G unendlich viele Zellen Q* und 07 enthält. Siehe dazu die Bemerkung unter 
2.4.2 sowie 4.2 und 4.3. 

(c) Im Falle der Laplaceschen Gleichung Av = 0 kann man die beschriebene Methode 
auch dann verwenden, wenn die ÄK, Kreisbögen (statt Strecken, vgl. 1.3) sind; dann 
sollen Q* und Q7 invers sein in bezug auf die Kreisbögen. 


2.2. Neumannsches Problem. 


2.2.1. Bei diesem Problem dürfen die Voraussetzungen in 1.3. insofern etwas 
gelockert werden, daß zwischen den Q;* und den Q7 nicht mehr zu unterscheiden ist: 
G=Q, vQ,v""uvQ,u K,v K,u u K,; jede Kante X; trennt eine Zelle Q, von 
einer anderen Q,; dabei soll Q, das Spiegelbild von Q, bezüglich K, sein. Weiter soll (wie 
in 1.3) jedem Punkt z,€Q, in jedem 0, ein und nur ein Punkt z, (durch fortgesetzte 
Spiegelung) entsprechen. 


2.2.2. Gegeben sei folgendes Neumannsches Problem zur Poissonschen Gleichung: 


(1’) Au = —o(z) in G, Ou/ön = g(s) längs /' 
(Normalableitung nach außen), wobei die gegebenen Funktionen o(z) und g(s) die Lös- 
barkeitsbedingung 

(6) Pg ds = — [[ odray 


r 6 
nach Voraussetzung befriedigen sollen. 


Sei z=z,€0=(,; die Funktion 
(2') ülz) = ul) ++ ul) 








löst i 


wobe 


und 


rn = 


und 


(Die 


Jugie 


von 


Also 
tisch 
stanı 


fest 








das 


gilt 


ich 
ndt 
(zu 
die 
ıter 


ode 
ann 


was 
von 
wie 
tzte 


ng: 


‚ös- 








Hersch, Symmetrieeigenschaften linearer Rand- und Eigenwertprobleme 


löst in Q@ das Randwertproblem 


(3') Aü = —o(z) in Q, Oü/ön = g(o) längs y = yı, 
wobei 
(4) (2) = ea) ++ 0%) 
und 
(5') g(0) = glo) +: +glo) (u=p+tgqg<v=m+Hn). 


Die Gültigkeit von (5’) folgt wieder daraus, daß sich die Beiträge der inneren Punkte 
r,=r, paarweise aufheben: öu/ön; + öu/ön, = 0. 


Die Lösbarkeitsbedingung (6) überträgt sich von selbst von G auf Q: 
(6') HA TE o dxdy. 
2.3. Konjugiert-harmonische Funktionen. 
Betrachten wir wieder das Dirichletsche Problem zur Laplaceschen Gleichung 
(1) Avr=01nG,vr=f(s) längs 7; 
und das „zugehörige‘‘ Neumannsche Problem 
(1’””) Au=0inG, Ou/on = dflds längs T". 


(Die Lösbarkeitsbedingung <d (df/ds) ds = 0 des Neumannschen Problems ist erfüllt.) 
x 


ou/on = Or/Os längs T', die harmonischen Lösungsfunktionen u und v sind kon- 
Jugiert zueinander. 


Gemäß (2’) und (2) definieren wir in Q die (ebenfalls harmonischen) Funktionen 
ülz) = Zulzt) + u(z); vl) = Zolzt) — Fol). 


Längs des Randes y von ( ist d(o) = f(o) definiert durch (5); bei der Berechnung 
von Oü/ön beachte man, daß do®"*+/do = +1 aber do” -/do = —1 ist; also gilt 
Ho u di dd _d N DE. 
atntrt EN -E N - Ei 
Also sind auch die harmonischen Funktionen u und ® konjugiert. Aus einer in G analy- 
tischen Funktion w= u + iv ist also eine in Q analytische Funktion w=u-+ iv ent- 
standen. — Dies leuchtet auch direkt ein: 


(2”) = Lult)+ Lug); 


jede Abbildung z* (z) ist konform, jede z;(z) antikonform; folglich sind alle Funktionen 
w(z*(z)) und w(z;(z)) analytisch, ihre Summe also ebenfalls. — Diese Betrachtung wird 
durch das Schwarzsche Spiegelungsprinzip der Funktionentheorie nahegelegt. 

2.4. Greensche Funktion. 

2.4.1. Wir definieren die Greensche Funktion g(z, £;G) in einem Gebiete G bei 
festem £€G durch folgendes Dirichlet-Problem zur Poissonschen Gleichung: 
A,g(2,£;G) = —6, (Diracsches Maß im Punkte /), 
g(2,£;G) = 0 für zET. 


(7) 
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Mit dieser ine ist bekanntlich bei einem Jordan-Gebiet G in der U mgebung 
der Singularität Z 


(8) 8(2,2;60)=-- 


wobei R,(G) den Abbildungsradius von G im Punkte £ bezeichnet. 
Unter den in 1.3 gemachten Voraussetzungen haben wir nun nach 2.1.1 mit 
LEeQ = OF undv(z) = g(z,2;G): Ab—=—6,und dv = 0 längsy; also ö(z) = g(z,£;0); d.h, 
(9) 8(2, 5;Q0) = . 25 g(zr, 5—Lstz, L;6G), 


oder 
8(2,°;6) — g(2,2;Q) = zea,t; Lg 21,256); 


dies ist eine in Q definierte harmonische Funktion, welche nach (8) in der Umgebung 
des Punktes £ die Form (1/2r)In [R,(G)/R,(Q)] + » (2 — £) hat; setzen wir insbesondere 
z=/, so erhalten wir (mit {= £f): 


4 R:(G) gi m 
—-In- = ER, G 
A.l0) 2650) Ben 


Liegt dagegen £ auf einer inneren Kante oder in einer inneren Ecke, so ist 


ze, L,G) u Liz 5,0) =0. 


(10) 





Bemerkung. Läßt man Z gegen einen Randpunkt von Q streben, so ergibt sich 
aus (9) wegen —0g/On = do/ds (w = harmonisches Maß im Punkte z) eine entsprechende 
Beziehung für &; diese kann man ebensogut nach 2.1 direkt herleiten. 

2.4.2. Beispiel: G = gleichseitiges Dreieck (Fig. 2(c)). 


Hier ist m = 1 und n = 3; wählen wir { = a (Zentrum), dann ist {7 =b, {5 =t, 
5 = d und (Symmetrie) g(b, a;G) = g(c, a;G) = g(d, a;G); andererseits ist offen- 
bar R.(G) = 2R,(Q), wir erhalten also (dumme, ohne jede konforme Abbildung) 
(1/2r)In2 = 3g(b, a;G), d.h. 


(11) Ing(a, b;G) = —1n2. 


Dieselbe Überlegung ergibt mit £ = b: 
R,(G) 
R,(@r) 


R,(Q7) = R,(@) = (1/2) R,(G); eine elementare Betrachtung in einem konform 
äquivalenten Kreis | w | < 1 (die explizite Abbildung w(z) vermeiden wir) ergibt wegen (11): 





(11') wie = g(b, a;G)— g(b, c;G) — g(b, d;G) = g(b, a; G) — 2g(b, c; 6). 


4 3 
2 -2ng(b,c;G) = _m [23 _ 23) s 
Aus (11’) folgt dann bei Berücksichtigung von (11): 


Er? 2 


In [R,(G)/R.(G)] = — In2 + (1/3) In 2 + In (23 7_97)_m(2°_ı) 


(11”) R,(G)|R.(G) = g°_ 1 = 0,5874. 
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Numerischer Vergleich: Pölya-Szegö ([6], p. 256) geben an: A,(G) = 0,3774 -h 
(h = Höhe des Dreiecks G); anderseits ist (Monotonie) R,(G) < R,(Winkelgebiet >G) 
— (2/9)h, also muß sein R,(G)/R.(G) < 2/(9 0,3774) = 0,5888, was mit (11’) sehr gut 
übereinstimmt. 

Bemerkung zu diesem Beispiel. Wählt man für G einen unendlichen Streifen, den 
man in unendlich viele gleichseitige Dreiecke Q;* einteilt, so liefern (9) und (10) mit 
m= n = 0 die Greensche Funktion als unendliche Summe bzw. den Abbildungs- 
radius als unendliches Produkt [vgl. 2. 1. 3(b)]. 


Allgemeine Bemerkung. Die Beziehung (3) von 2.1.1 kann auch mit Hilfe der Greenschen 
Funktionen in allen Q;* hergeleitet werden: Sei £ = {,' fest €Q}*; wir definieren folgende 
Funktion g(z) in G: in Q/' sei g(z) = +g(z, £;; Q}); in Q7 sei g(z) = —g(z, £,; Q7); längs 
der K, ist g(z) null und differenzierbar. Ag(z) = — 3 dr + P} d-; nach (1) gilt 


0 = [f(Av + 0) g drdy = — Hföglön ds + [[ vAgdrdy + [[ og dedy 
G Tr @G G 


= — - b fög/ön ds — v(£) + [f og drdy, 
Q 


y 


was mit (3) gleichwertig ist. 


2.5. Gemischtes Dirichlet-Neumannsches Problem. 


A) 


2.5.1. Der Rand I’ von G sei in zwei solche Teile T',, I 
dingungen erfüllt sind: 


, zerlegt, daß folgende Be- 


(a) Es gibt kein Paar von Randpunkten r, € !',, rz€ T,, welche durch fortgesetzte 
Spiegelung an den Ä, ineinander übergehen. 


(b) Geht eine geradlinige Randstrecke $ < I’ durch fortgesetzte Spiegelung an den 
K; in eine innere Kante Ä, über, so muß $ entweder ganz in /', oder ganz in ’, sein. 


Unter diesen beiden Voraussetzungen läßt sich die Menge & aller inneren Kanten 
K; in drei (eventuell leere) zueinander fremde Klassen einteilen: 


8, = Klasse der K,, welche durch wiederholte Spiegelung in eine Randstrecke 
S5,<T, übergehen; 

8, = Klasse der Ä,, welche in eine S, < 7’, übergehen; 

8, = Klasse der Ä,, welche in keine Randkante übergehen (,,‚reine innere Kanten“). 


Letztere Klasse 8, zerfällt noch in „Äquivalenzklassen“ von reinen inneren Kanten, 
welche ineinander übergehen. Diese Äquivalenzklassen teilen wir willkürlich in 8,, und 
8, ein. 

Nun wollen wir auch die Menge {Q} aller Zellen in zwei fremde Klassen einteilen: 

{Q*} = Zellen, welche in eine bestimmte Q = Q}* durch eine beliebige Anzahl von 
Spiegelungen an Strecken von 8, u 8, und eine gerade Anzahl von Spiegelungen an 
Strecken von &, vu 8;, übergehen; 


{(Q-} = Zellen, welche in Q* durch eine beliebige Anzahl von Spiegelungen an 
Strecken von 8, u 8,, und eine ungerade Anzahl von Spiegelungen an Strecken von 
8, v 8,, übergehen. 

Wir setzen voraus, daß diese Einteilung eindeutig ist, d.h. daß in jeder endlichen 
Folge von Spiegelungen, welche Q* in sich selbst überführt, die Spiegelungen an Strecken 
von 8, v 8,, in gerader Anzahl vorkommen. (Vielleicht ist diese Voraussetzung über- 
flüssig.) 

20 
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2.5.2. Sei nun u(z) die Lösung des gemischten Randwertproblems in G: 


(1'Y) Au = —o(z) in G, u = f(s) längs I — g(s) längs 7',. 


m 
ı On 

Nennen wir y, den Teil des Randes y von Q, welcher entweder 7’, oder $, u 8, 
angehört; dann gehört y, = y— y, zu T, v 8, v fa. 


Sei z€ 0, z# der entsprechende Punkt in Q#; die Funktion 


(2’”) u(2) = Z ut) — 3 u(z7) 


ist die Lösung des Randwertproblems 


(3) Au = — (2) in Q, = f(o) längs y,, ku — £(0) längs y, 





on 
mit 
(4) e)= Sol) — Fol), 
(5) flo) = E fle®t) — £ fl), 
(5°) 8(0) = & got) — & g(o-). 
A 2.5.3 Beispiel (vgl. Fig. 3) 
) 
x Q Au=0inG; 


I 
) 
Ä ) u = 1 längs «, u = 0 längs ß, Ou/on = 0 längs !’— x —B. 
2_} 
' T', besteht aus « und f; &, enthält eine innere Kante, $, zwei. 
1 
) 
) 


Au = 0, u = 1 längs «, u/ön = 0 längs y— «x; 


also ist u=1 in Q: 


er 
P 


x u" I 4 RR 5 
R, u(z7) + u(zf) — ul) — ulz) =1; 
-- > --—- -/ insbesondere ist also u(a) — u(b) = 0,5. 
Fig. 3 Bemerkungen. (a) Die Betrachtung von 2.3 läßt sich auch hier 


übertragen; beim Übergang zur konjugiert-harmonischen Funktion 
vertauschen /’, und 7’, ihre Rollen, also auch ®, und $,: die Einteilung der Zellen in 
{Q*} und {Q-} wird anders. — Z. B. bekommt man im Fall von Fig. 3 aus einer in 6 
analytischen Funktion w = u + iv die in Q analytische Funktion 


w(z) = w(zF) + w(z#) — w(z7) — w(z). 


(b) Beim Dirichletschen Problem 2. 1 ist 7’, leer, also auch $,; beim Neumannschen 
Problem 2.2 ist 7’, leer, also auch $,; in beiden Fällen ist aber &, oft nicht leer, d.h. 
man hat noch eigentlich die Freiheit der Einteilung in ®,, und $3.. — Beispiel: Eine 
einzige Kante K,G = Q}* v Q7 v K: man darf hier ebensogut v(z) = v(z}) — v(z7) wie 
auch v(z) = v(z}) + v(z7) bilden; tut man letzteres, so geht ein Dirichletsches Problem 
in G in ein gemischtes Problem in QO = Q* über (mit Ov/On -= 0 längs K). 


$ 3. Ein Eigenwertproblem: die schwingende homogene Membran 
3.1. Fester Rand. 


3.1.1. Das Gebiet G erfülle wieder die in 1.3 gemachten Voraussetzungen. Sei 4 
ein Eigenwert von G, v die zugehörige Eigenfunktion: 


(12) dev+M%»=0inG,v—=O längs T. 
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Wir definieren wieder 

(2) v(2) = Z vlt) — Zv(z7); 
für diese Funktion gilt 

(13) Av + =0 in Q und ö5 = 0 längs des Randes y von Q; 
wir unterscheiden zunächst zwei Fälle: 

(a) A ist kein Eigenwert von Q; dann muß sein v(z) =0 in Q, 

(14) Zu) —Zrg)=0; 

(b) A ist ein Eigenwert von Q; dann ist d(z) entweder identisch Null oder eine zu A 
gehörige Eigenfunktion von Q. Umgekehrt ist klar, daß jeder Eigenwert von Q auch 


Eigenwert von G ist: sei v(z) eine zugehörige Eigenfunktion in Q, dann können wir d zu 
einer (hier ebenfalls mit ö bezeichneten) Eigenfunktion in ganz G fortsetzen: 

(15) o(zt)= dl), zZ) —leh). 

Die Vielfachheit eines Eigenwertes A ist daher höchstens so groß in Q wie in G, aber i. A. 
kleiner [z. B. im Fall (a): „Vielfachheit Null‘ in E]. 

Sei A ein Eigenwert von G mit der Vielfachheit t, so gibt es dazu t linear unabhängige 
Eigenfunktionen v,,...,v. in G; wir konstruieren nach (2) #,,...,v: in @; hat A in Q 
eine Vielfachheit r < t, so sind d,,..., d. linear abhängig, d.h. es existiert eine (bzw. 
mehrere) v = 0, + + u, =0in Q, wobei die & nicht sämtlich verschwinden. Also 
gibt es in G eine zu A gehörige Eigenfunktion, nämlich v = &,t, + *** + x,v,, welche 
die Gleichung (14) befriedigt; genauer: es gibt {— r unabhängige solche Funktionen. 
Die Gleichung (14) erfaßt (also auch im Falle der Entartung) sämtliche beim Übergang 
von G nach Q „‚verlorengehende‘‘ Eigenfunktionen vonG (,‚Kern der Verpflanzung (2)‘). Alle 
übrigen Eigenfunktionen von G bekommt man aus denjenigen von Q durch die Fortsetzungs- 
vorschrift (15). 

3.1.2. Beispiel: Gleichseitiges Dreieck, Fig. 2(e). 

Zu jedem A, dessen Vielfachheit in Q kleiner ist als in G, erfüllt eine zugehörige 
Eigenfunktion v die Identität 


v2) vl) — vl) vl) = 0; 
die erste Eigenfunktion v, erfüllt also (wegen der Symmetrie v,(b) = v,(c) = v,(d)): 
v,(a) = 3v,(b). 
3.2. Freier Rand. 
Au+Au=0inG, öu/on = O0 längs T". 


Wie in 2. 2 braucht man hier nicht mehr zwischen Q* und 07 zu unterscheiden; die Zellen 
werden mit Q,,...,Q, bezeichnet. — Die Funktion 


(2’) u(2) = ul) ++ ua) 
erfüllt Au + Au = 0 in Q und du/on = 0 längs y; sie ist also entweder Eigenfunktion 


der freien Membran in @ (zu demselben Eigenwert A) oder identisch Null. 


Die Überlegungen von 3. 1 lassen sich hier übertragen mit dem einzigen Unterschied, 
daß sich jetzt jede Eigenfunktion # der freien Membran in Q zu einer ebensolchen in G 
fortsetzen läßt durch 


(15') 
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3.3. Teilweise fester, teilweise freier Rand 
T=T,vT,; Au+iu=0inG, u= 0 längs !', Ou/on = 0 längs T7',. 


Unter den in 2.5. 1 gemachten Voraussetzungen teilen wir die Zellen in {0 *} und 
{Q-} wie dort ein und setzen wieder 












(2'”) u(z) = = u(z*) en, P} u(27); 


diese Funktion erfüllt Au + Au = 0 in Q, u = 0 längs y,, ©u/On = 0 längs y,, ist also 
entweder eine Eigenfunktion in Q zum Eigenwert A oder identisch Null. Auch hier lassen 


sich die Überlegungen von 3. 1 übertragen. 














Beispiel: L-Gebiet (Fig. 3), , = avß, N,=l!—x—B. 
Die Funktion u(z) = u(z}) + u(z#) — u(z7) — u(z5) (z€Q) erfüllt am Rande y 


von Q: u = 0 längs «, @u/en = 0 längs y— x. — Ist insbesondere A = A, und u =, 
(erste Eigenfunktion von G), so ist A, kleiner als der erste Eigenwert von (, d.h. 
a, =0inQ, 


u,(27) + u,(z2f) = u,(z7) + u,(5), u,(a) = u,(b). 








Die Bemerkung (b) am Schluß des Abschnittes 2.5 bleibt auch hier gültig: auch 
bei festem bzw. freiem Rand 7’ (3. 1 bzw. 3. 2) bleibt uns eigentlich bei nicht-leerer Klasse 
$, noch die Freiheit ihrer Einteilung in 8,, und 8; 


$ 4. Anwendungen bei numerischen Näherungsmethoden 




















4.1. Differenzengleichungen. 


4.1.1. Entsprechende Überlegungen können ebenfalls für die (diskreten) Lösungen 
vo, von Differenzengleichungen aufgestellt werden (R = Maschenweite). Das „lokale“ 
Problem (in einer Zelle) besteht nun in der Lösung eines Gleichungssystems mit weniger 
Unbekannten ?, als im gegebenen Problem: Die „globalen‘‘ Gleichungen erlauben, die 
Anzahl der ursprünglichen Unbekannten v, zu reduzieren. Natürlich hängen auch diese 
globalen Gleichungen im allgemeinen von dem gewählten Differenzenverfahren ab. 


4.1.2. Randwertprobleme. Hier sind die erhaltenen ‚globalen‘ Gleichungen offenbar 
Linearkombinationen der gegebenen Differenzengleichungen. Sie können als Kontrolle 
dienen und die Rechnungen vereinfachen, i. A. jedoch nicht wesentlich. 


Beispiele: vgl. Fig. 2. 


(a) Vgl. Collatz [1], S. 421 und 423—4. Das kleine Quadrat habe die Seite a, das 
größere die Seite 3a. Die Differenzengleichung sei Anın = 0. 


Sei jetzt z—= z* ein Gitterpunkt in Q@ v y; die diskrete Funktion %,(z) = 2 v,(#) 
— 2 v,(z5) erfüllt A,v, = 0 in den inneren Gitterpunkten vonQ und ?, = 1 in den Rand- 
punkten; also ist hier t, = 1 in allen Gitterpunkten von Q, welchen diskreten Laplace 
Operator A, man auch gewählt hat. Wie erwartet, erfüllen die von Collatz berechneten 
Werte die Relationen: 





h= al2: 0,4583 — 0,2083 = 0,3 
0,4495 — 0,1995 = 0,3 


0,46203 — 0,21203 = 0,25 
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— aja: 0,45170 — 0,20170 = 0,25 
2 - 0,43827 + 0,71175 + 0,21851 — 2 - 0,30353 — 2 : 0,09986 
— 1,00002 = 1 bis auf Rundungsfehler; 
2 - 0,69765 + 2 - 0,21117 — 0,47205 — 2 - 0,14782 — 0,04993 
— 1,00002 = 1 bis auf Rundungsfehler. 


(b) Vgl. Collatz [1], S.421 und 424—5. Torsion eines /-Profils, bestehend aus 
7Quadraten von der Seitenlänge a. — Wählen wir als Q = Q,* das zentrale Quadrat, 
so erfüllt die diskrete Funktion 


?,(2) a; vn(2r) + vn(2F) + v.(2y) + v2) + ulzE) — li) — vl) 


die Differenzengleichung A,%r = (5 — 2) (—2) = —6 in den inneren Gitterpunkten 
von Q und %, = Oin den Gitterpunkten auf y. Man hat also bei Verwendung des klassischen 


Differenzenoperators A, mit h = 5: 
a . ge 3 3 . 
4v,(Zentrum)—0—0—0—0 = 6h?, d. h. v„(Zentrum) = z® . a®; in der Tat 
erfüllen die Werte von Collatz die Relation j 
347 425 251 501 „„__3 


EN. ee se PR DB mn mn — _ 2 
zarten. 


Verwendet man dagegen das Mehrstellenverfahren (ebenfalls mit Ah 3). so 
erhält man 407, (Zentrum) — 8(0+0+0+0) — 2(0+0+0 +0) —= 6 - 12h? = 18af, d.h. 
t„(Zentrum) = 0,45a?. — In der Tat ist 


0,26744 a? — 2 - 0,31618a? + 4 - 0,20373a? = 0,45000 a?. 


Bemerkung. Kann man das ‚‚lokale‘‘ kontinuierliche Randwertproblem genau lösen, 
so besteht überdies die Möglichkeit, die Kenntnis der „globalen Gleichungen“ zur Ver- 
besserung der Differenzen-Approximation zu verwenden. 


4.1.3. Eigenwertproblem: schwingende homogene Membran. 


Im Gegensatz zu 4.1.2 erlauben jetzt die ‚globalen‘ Gleichungen, welche den 
(unbekannten) diskreten Eigenwert nicht enthalten, eine wesentliche Vereinfachung der 
Rechnungen. 

Wieder (vgl. $ 3) bestehen dieselben Möglichkeiten: 

(i) Ist ©, = 0, dann gehört zu jedem inneren Gitterpunkt z von Q eine „globale“ 
Gleichung; mit ihrer Hilfe kann der Wert v,(z) der diskreten Eigenfunktion v, eliminiert 
werden. Sei rn, die Anzahl der inneren Gitterpunkte von G, n, diejenige der inneren 
Gitterpunkte von Q; nach der erwähnten Elimination bleiben nur noch n, — n, lineare 
(den Eigenwert als Parameter enthaltende) Gleichungen in ebenso vielen Unbekannten 
(Gitterwerten von v,); d.h. die Ordnung der säkulären Determinante und des charakte- 
nistischen Polynoms beträgt nur noch n,—n,; man findet ebensoviele Eigenwerte 
(unter Berücksichtigung der Vielfachheiten). 

(ii) Ist dagegen v, = 0, so ist der zu v, in G gehörige diskrete Eigenwert auch Eigen- 
wert in Q (zur diskreten Eigenfunktion v,); diese n, Eigenwerte sind aber gerade die- 
jenigen, welche uns fehlten. 

Anders ausgedrückt: Durch diese einfache geometrische Betrachtung kann man 
die säkuläre Determinante der Ordnung n, ersetzen durch ein Paar von säkulären Deter- 
minanten: eine „globale‘“‘ der Ordnung N; —n, und eine „lokale“ der Ordnung n,. 
Die Eigenwerte sind (zusammen genommen) wieder die ursprünglichen ; der Zusammenhang 
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der Eigenfunktionen zu den früheren ist einleuchtend. Das ursprüngliche charakteristisch, 
Polynom ist das Produkt des ‚globalen‘ und des „lokalen“. 
Besitzt überdies das betrachtete Gebiet einige Symmetrieachsen, so wird man auch 
dies natürlich zur weiteren Reduzierung der Anzahl der Unbekannten verwenden. 
Beispiel: Fig. 4. Wir interessieren uns hier nur für diejenigen Eigenwerte der ab- 
gebildeten Membran (,Schweizer-Kreuz‘‘), deren Eigenfunktionen bezüglich der Sym- 































































































metrieachsen der Figur symmetrisch sind. 
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(x) (B) (y 
Fig. 4 


(x) Mit Eckenfunktionen. Wir betrachten die diskrete Gleichung 
(16) A,-v(z)—v(z + h)— v(z+ ih) —v(z — h)— v(z— ih) = 0. 


A„ spielt die Rolle eines diskreten Eigenwertes, vgl. [2]; klassisch schreibt man 
Au = 4— h?}.; das größte A, entspricht dem kleinsten },. 


Hier sei die Maschenweite h = 1 


5; 4 b und c seien die Werte der zu A, gehörigen 
diskreten Eigenfunktion v,. 


N. B.: Charakteristisches Polynom dritten Grades: 


|AmA— 0| 
—1 A —ıl=4—54,. 
| 0-1 A 


i 


Sei Q die zentrale Zelle (Quadrat von der Seite 1); unter Berücksichtigung der 
Symmetrie lauten nun unsere Gleichungen: 


t„(Zentrum) = a— 4c und ?„(Kantenmitten von 0) =0; 
v, ist also entweder = 0 oder diskrete Eigenfunktion von Q mit den Randwerten 0. 
„Globales Problem“: ?, = 0, also ist a = 4c; die Differenzengleichungen werden: 
Ay (ac) —Ab=0; An b— (A) —c=0; A,c—b=0. 
Die erste und die letzte sind identisch (wie es sein muß); charakteristisches Polynom 
zweiten Grades: 


=M4—5; 


4 — 
Budrn 





die charakteristische Gleichung liefert also A,= + V5 (zugehörige diskrete Eigen- 
funktion: a:b:c=4: +Y5 ®): 
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„Lokales Problem“ in Q (entspricht %=E0): Aa—0=0, einziger Eigenwert: 
A, 0, das charakteristische Polynom = A, ist ersten Grades. (Zugehörige Eigen- 
funktion %,, fortgesetzt auf G: a:b:ce=1:0:—1.) 

Wir verifizieren: A, (AZ — 5) = ursprüngliches charakteristisches Polynom. 

(8,y) Mü Zellenfunktionen (vgl. [2]), „Spiegelung am Rande‘ und entsprechender 
diskreter Gleichung (16); jetzt sind a, b, ce die Werte von v, in den Zellen. — Daß v, wieder 
der Randbedingung „Spiegelung‘‘ genügt, zeigt eine unschwere Diskussion. 

(ß) Maschenweite h=1. 

N. B.: Charakteristisches Polynom zweiten Grades: 


| An —A | o 
|= AT +3A, —A. 
—1 A+3| re 
x a— Ab in der zentralen Zelle; 
u. = 
’ En in den vier anderen Zellen. 


Also verschwindet entweder v, identisch, oder es ist diskrete Eigenfunktion von Q 
mit der „Spiegelung am Rande‘ als Randbedingung. 


„Globales Problem“: ?, = 0, also a = 4b; die Differenzengleichungen werden: 


sie sind miteinander identisch und liefern A„= 1 (zugehörige Eigenfunktion: 
a:b=4:1). Das charakteristische Polynom A,„— 1 ist ersten Grades. 

„Lokales Problem‘ in Q mit Spiegelung am Rande (entspricht © #0): 
An:a—4:(—a) = 0; das charakteristische Polynom A, + 4 ist ersten Grades; Eigen- 
wert A, = —4 (zugehörige Eigenfunktion ?, fortgesetzt auf G: a:b = 1:—1). Wir 
verifizieren wieder: (A,— 1)(A, +4) = A} + 3A, — 4 = ursprüngliches charakteri- 
stisches Polynom. 


(y) Maschenweite h = 4 


2 
N. B.: Charakteristisches Polynom dritten Grades: 
A—2 —2 0| 
ne, An —1|= Ad— 44 —54,. 
ee ve 


Nun besteht die Zelle Q aus den 4 zentralen Quadraten. 

j l} — 2b — 2c in den Quadraten innerhalb ®; 

= 

' b—a-b-+ 2c in den am Rande y von Q gespiegelten Quadraten. 


Nach der Konstruktion von ?, müssen die Ausdrücke entgegengesetzt gleich sein 
(Spiegelung). 


„Globales Problem“: v, = 0, also a = 2b + 2c; die Differenzengleichungen werden: 
(Ah—2) (2b +20) —2b=0; An» b— (2b +20) —c=0; (A, +1) c—b=0; 


die erste ist zweimal die Summe der beiden anderen, darf also übersehen werden; 
charakteristisches Polynom: 


A—2 —3 


= —5; 
—1 FR Eee, Par 


’ 
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tion: a:b:c= (10 +2Y21):(3 + y21 ):2.] 


Eigenfunktion ?, fortgesetzt auf G: a:b:ce = 1:—1:—1). — Wir verifizieren wieder 
A,(Ak — A,— 5) = ursprüngliches charakteristisches Polynom. 


4.2. Abschätzung von Gebietsfunktionalen vermittels Variationsmethoden. 


einer schwingenden Membran) durch Anwendung eines Extremalprinzips (z. B. Prinzip 
von Dirichlet, Thomson oder Rayleigh) nach oben oder nach unten abschätzen, so erlaubt 
die Kenntnis der „globalen Gleichungen‘, bessere zugelassene Probierfunktionen n 
konstruieren: nämlich solche, welche diese Gleichungen erfüllen. [Im Spezialfall, wo 6 


q - - + + 

yA aus nur zwei gespiegelten Zellen 0: ‚Or ke 
steht (mit einer einzigen inneren Kante) war 

34 G, das schon immer üblich: eine symmetrisch: 


zt a G Lösungsfunktion wird durch eine symme- 
" trische Probierfunktion angenähert.] 























Wir definieren eine Probierfunktion V (x, y) zunächst in G, und in G;: 


In G,: V(z,y) = Ce** sin (any); 
1 (z, y) (ay) (k > 0 willkürlich) 


in G, Vlax,y) = C sin (ax) e*, 





Die „globale“ Gleichung (14) behält ihre Gültigkeit in diesem Fall von unendlich 
vielen Zellen [vgl. 2. 1. 3(b)]; wir definieren entsprechend: In Q: 











> Y(z#), d.h. 


Ve)= Ver) = EV) — i 


v4 


V(zy)=[V 2—2,y) + V(a—a,y)+ V (6—2,y) + )—[IV 2 +2,y)+Vla+z,y) +] 

v2 —z,y)+ Va—2z,y)+ = Csin(ay) et — e*), usw., 

daher 

V(z,y) = C(e*/Sh k) [Sh (kx) sin (ry) + sin (rx) Sh (Ay)]. 

Wählen wir etwa € = etShk, so haben wir 
in G,: Vix,y) = Shk- eV sin (ny), 
inG,: Vix,y) = Shk- sin (ne) ed, 


in 0: V(z,y) = Sh (kx) sin (ry) + sin (x) Sh (ky). 





die charakteristische Gleichung ergibt also A, = (1 + Y21 )/2. [Zugehörige Eigenfunk. F 


2 Beispiel (Fig. 5): Wir konstruieren ein 
z: obere Schranke für den ersten Eigenwer f 
. Fr 4, einer unendlichen Z-Membran 
Be ER Er (Ae+Aer=0Oundv>0inG,v=0 
4 2 3 4 x längs des Randes 7’) auf Grund des Ray- 
Fig. 5 leigaschen Prinzips. 
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Wir verifizieren: die Funktion V(x,) ist stetig in G v Z’und verschwindet längs /'. Sie 
genügt sowohl in G, und G, wie auch in @ der Differentialgleichung AV + (”—k?)V =0 
} (aber ihr Gradient ist unstetig; sonst hätten wir schon die erste Eigenfunktion!). 

Elementar läßt sich der Rayleighsche Quotient R[V] berechnen; er liefert (für jedes 
| positive k) eine obere Schranke für A,; das optimale %k realisiert das Minimum von R[V]. 
| Aber schon k = 1 liefert A, < R[V] z 9,39. Diese obere Schranke ist genauer als 
"die „triviale‘“ A, < n®?. (Monotonie-Eigenschaft: G enthält ein Rechteck von Seiten a 
| und 1 mit beliebig großem a, also ist A, < n?(1 + a2), folglich A, < n?; vgl. auch Pölyas 
' ‚alternierende Symmetrisierung‘“ [5].) — Eine untere Schranke wurde ([3], S. 401) mit 
' Hilfe der „Methode der eindimensionalen Hilfsprobleme‘“ konstruiert: A, > 8,5835; 

also ist 
8,5835 < A, < 9,39. 


4.3. Umformulierung eines gegebenen Problems. 
Wir betrachten dasselbe Beispiel (Fig. 5). 
In G, erfüllen die Funktionen f,(x)sin(nzy), n=1,2,3,..., die Membrangleichung 
de+iv=0, wenn f —n’n’f„+Af„= 0 ist; wählen wir also f,(x) = C,e*»* mit 
k=Yn?r® — 4, dann ist auch fn(+ ®,y) = 0. — Hier haben wir ein vollständiges 
Erzeugendensystem im Raum der Funktionen in G,, welche dort bei fest gegebenem A 
sowohl die Differentialgleichung Av + Av= (0 wie auch die Randbedingungen längs 
' y=0 und y=1 und in z= erfüllen. 
Wir setzen noch C,„ = c„e*r Sh k„ (vgl. 4.2) und entwickeln die zum Eigenwert A 
gehörige Eigenfunktion v(z, Y): 











irlich) 





ndlich 


















In G,: v(2,y) = 3 c„Shk,: e*n@-D sin (nay); 
n=1 
in Gz: v(z,y) = 3 c„Shk,: e*nW=D sin (ne). 
n=1 
Ist überdies A kein Eigenwert der Zelle Q@, so folgt aus ö = 0 die Gültigkeit der 


„globalen Gleichung‘ (14), daher 
in Q: v(z, y) = > c„[Sh (k„x) sin (nrry) + sin (nzx) Sh (k,y)]. 
ä n=1 


Bei jeder Wahl der c„ hat diese Funktion v(z, y) folgende Eigenschaften: 

(a) Sie ist in G v I’ stetig und hat die Randwerte Null. 

(b) Sowohl in G, und G, wie auch in Q erfüllt sie die Gleichung Av + Av —= 0. 

Doch ist wiederum i. A. grad v in G unstetig; zur Stetigkeit müssen wir fordern, 
daß längs der inneren Strecke K, zwischen Q und G,(x = 1) v, stetig ist: dann ist wegen 


der Symmetrie der Funktion v ebenfalls v, stetig längs der inneren Strecke K, zwischen Q 
und G, (y = 1). Die Bedingung lautet also: 







55 C„[k„Chk„sin(nry) + nrcos(nn)Sh(k,y)] = 3 C„(—k,) Shk„sin (nry) 
1 n=1 





identisch in O<y<1i,d.h. 





E [kne'n sin (nay) + (1)"na Sh (k,y)la=0 in 0<y<i. 
n=1 





Diese Identität kann in (0, 1) mit sin (mrzy) skalar multipliziert werden, 
n=1,2,3,...; sie ist äquivalent mit dem daraus entstehenden System von unendlich 
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vielen linearen Gleichungen in den unendlich vielen Unbekannten c,, €3, £3,....., worin 


kn — Yn?n® — / einzusetzen ist; das Verschwinden der entsprechenden unendlichen 
Determinante liefert eine transzendente Bedingung für A; die kleinste Wurzel ist der 
gesuchte erste Eigenwert A,. 


Diese Methode läßt sich auf verschiedene (endliche oder unendliche) Gebiete an- 
wenden und betrifft ebensogut die höheren Eigenwerte. 

Schlußbemerkungen. (a) Auch das Randwertproblem Av + kv= —o(x,y) (,er- 
zwungene Schwingung‘) läßt sich nach dem Muster von $ 2 behandeln. Ist das Problem 
in G lösbar, so auch in 0, denn (i) jeder Eigenwert von Q ist nach $ 3 auch Eigenwert 
von G und (ii) ist © eine in G nach (15) fortgesetzte Eigenfunktion von Q, so gilt 


[f e% dady = [[ ovdedy: ist o 1% in G, so ist auch 6 LP in Q. 
d @ 


(b) Der Einfachheit halber betrachteten wir zweidimensionale Gebiete; nur der 
Abschnitt 2. 3 ist aber an der Dimension 2 wesentlich gebunden. 
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Über die Subordination analytischer Funktionen 


Von Christian Pommerenke in Göttingen 





$ 1. Einleitung 


Sei D={|z|< 1} und sei ® die Familie der in D analytischen Funktionen (2), 
die 9(0) = 0 und |p(z) | <1 für |z| <1 erfüllen. Wenn f(z) und g(z) in D analytisch 
sind, so heißt f(z) subordiniert unter g(z), geschrieben f(z) < g(z), wenn es eine Funktion 
ve gibt, so daß 


f(2) = g(p(2)) 


gilt. Dann ist f(0) = g(0), | f’(0)| < |g’(0) |, und zwar gilt | f’(0) | = |g’(0) | genau 
dann, wenn f(z) = g(e'*z) (« reell) ist. Wenn insbesondere g(z) in D schlicht ist, so gilt 
f(©)< g(z) genau dann, wenn f(0) = g(0) ist und die Werte f(z) für alle z€ D im Bild- 
gebiet {g(2): | z | < 1} liegen. 

Definition 1. Sei E<(— oo, +00). Eine Funktion f(z,t) (€ D, t€EE) heißt eine 
Subordinationskette über E, wenn f(z,t) für jedes feste t€EE in {|z| < 1} analytisch ist 
und‘) f’(0,t) #0 erfüllt und wenn 


fa, s) < fa, t) (sst,s€eE,t€E&) 


silt. Die Subordinationskette heißt normiert, wenn f(0,t) = 0, f’(0, 1) = e! ist. 


Man rechnet nach, daß eine Subordinationskette f(z, t) mit #(t) = arg f’(0,t) durch 
die Transformation 


(1.1) t* = log | f’(0, 2) |, fa (2, 2%) = fle”®z, ı) — f(0, t) 


in eine normierte Subordinationskette übergeht. Daher wird es meist ausreichen, nor- 
mierte Subordinationsketten zu betrachten. 


Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen schlichten Funktionen und Sub- 
ordinationsketten, insbesondere normierten Subordinationsketten über Intervallen. Man 
kann diese durch eine partielle Differentialgleichung charakterisieren, die eine Verall- 
gemeinerung der Löwnerschen Differentialgleichung darstellt. Schlichte Subordinations- 
ketten, in denen also für jedes i die Funktion f(z, 2) in {|z| < 1} schlicht ist, wurden 
bereits mehrfach betrachtet, besonders im Zusammenhang mit der Differentialgleichung. 
Hier sind zu nennen die Arbeiten von Löwner [6], Golusin [4], Kufarev [5], Robertson 
9 und Bielecki und Lewandowski [3]. 


!) Der Ableitungsstrich bezeichne immer die partielle Ableitung nach der ersten (komplexen) Variablen. 
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$ 2. Abschätzungen von Subordinationsketten 


2.1. Das folgende Lemma und seine Bezeichnungsweise wird im weiteren dauer 5 


benutzt werden. 


Lemma 1. Sei f(z, t) eine normierte Subordinationskette über E. Fürs <t,seE, ter F 


existieren dann eindeutig bestimmte Funktionen 


(2. 1) 9(23,5,1)=e"'z+*-- 
aus B, so daß 
(2. 2) f(z, s) = f($(z, s, t), t) 
ist. Für s<st<st, s,t,r&E ins 
(2. 3) p(2, s, 7) = p(p(z, s,t), t, Tr). 


Aus (2. 3) ergibt sich, daß e'p(z, s, t) für festes ? eine normierte Subordinationskett: 
über se En (— oo, t] ist. Aus dem Schwarzschen Lemma und aus (2. 3) folgt weite 


(2. 4) IvasH)|<|P%s,t)| (s<ı<ı, 


Beweis. Die Existenz der Funktion »(z, s, t)€ ® ergibt sich aus der Definition de 
Subordination. Wegen f’(0,t) = e' +0 folgt aus (2.2) die eindeutige Bestimmtheit 
Durch dreimalige Anwendung von (2. 2) erhält man 


f(p($(@, S, l), t, T), T) rn f($(z, 5, t), t) e- f(z, s) 
= (plz, s, 1), r), 
und aus der eindeutigen Bestimmtheit folgt (2. 3). 

Lemma 2. Wenn die Funktionen f„(z) und g„(z) in D analytisch sind und f,„(z) < g,( 
erfüllen, und wenn f„(z2) > f(z), g„(z) > g(z) lokal gleichmäßig in D streben, so ist f(z) < g(.). 

Beweis. Es ist f,„(z) = g,(9„(2)) mit 9„€ 8. Man kann eine Folge (n,) finden, » 
daß 9, (2)> p(2) strebt. Dann ist € ® und f(z) = g(p(2)), d.h. f(2) < g(2). 

2.2. Satz 1. Sei f(z,t) eine normierte Subordinationskette über der nach oben be 
schränkten Menge E. Zu jedem r<1 existiert dann ein K(r), so daß für sEE, t€E un 
|z2|sr güt 

ad — ia] < Kr) |ı—s|. 


Beweis. a) Sei etwa s <t. Nach (2.2) gilt 


f(z, t) — (2, s) = f(z, ı) — f(p(z, 5, t), t) 


(2. 5) ei 


“ wand. & f(z, t) — f(p(z, S, ),i) 
Kerr +e (2 + p(2, 8, t)) h(z, S, t) TREE ET TREE GE... 


e’ Saum; p(2, S, t) 


wobei 


, _e+e 1—z'plzs,i) 
gen ET Fiss iee 


ist. Wegen 9(z,5,1)E® ist |e(z,s,1)| <]z| nach dem Schwarzschen Lemma, akı 
Re h(z,s,t) >0. Nach (2. 1) ist h(0, s,t) = 1. Es folgt [7, S. 169] 

1+lz]| 

PB be 9 

(2.7) aeAIST—ist- 
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b) Nach Voraussetzung ist r = sup E < oo. Wenn r € E ist, so existiert eine Folge 
neE mit 7„/’t. Da f(z,r,) <f(z,r,) für m<n und f’(0,r,)=e'r< e* ist, folgt 
18), daß 


jernd 


teR far) = lim f(a)=ez+ 
| lokal gleichmäßig in D existiert. Für t€ E und r,„ >t ist f(z, t) < f(z, r,), nach Lemma 2 

also f(z, ) < f(z, r). Somit hat man f(z, t) zu einer normierten Subordinationskette über 
| Ev {fr} erweitert. 


c) Man kann also annehmen, daß r€ E ist. Sei 


K,tr) = max | fa, »)| (<r<1). 


z| 
Aus f(z, 1) < f(z, r) folgt [7, S. 227] dann | f(z,1)| < K,(r) fürt€EE, |z| <r. Daher ist 


kett: a9] < Kar) =r"*(l —yr)*K,lyr). 


veiter 


Da | 9(z,s,1) | < |z| ist, ergibt sich für |z| <r 


| z | 
a ad Had|= [rend <iz—nasN| Kur). 


n der 


Da 
theit. 


e— ee = Ele" —1)<Selt—s)e"=(t—s)e' 
ist, erhält man aus (2.5) nach (2. 6), (2.7) und (2. 8) 


a9) —Ias)| e — e R l+r > 
bee, TEE Bier WRERRER: 





Eule 
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$ 3. Die Struktur von Subordinationsketten 


3.1. Es soll nun der Zusammenhang zwischen normierten Subordinationsketten 
und den Mengen, über denen sie definiert sind, untersucht werden. 


Satz 2. Jede normierte Subordinationskette über E kann man eindeutig zu einer nor- 
mierten Subordinationskette über der abgeschlossenen Hülle von E erweitern. 


en be 
E und 

In $ 6 (Folgerung 7) wird gezeigt werden, daß man zu jeder abgeschlossenen Menge E 
mit inf E= —o, sup E< +00 eine normierte Subordinationskette über E finden 
kann, die man auf keine größere Menge E* mit sup E = sup E* erweitern kann. 

Beweis. Sei f(z,t) eine normierte Subordinationskette über E, und sei F die ab- 
geschlossene Hülle von E. Sei € F. Da Er[t—1,t, + 1] beschränkt ist, gilt nach 
Satz 1 für |z2| <r und st Ee Er, —1,, +1] 


a —as)|s Kir)|)i—s|. 
Also existiert 


f(z, t,) = „im „iz, t) 


Iokal gleichmäßig in D. Damit ist f(z,t) für alle z€E D, t€ F definiert. Aus Lemma 2 
Iolgt, daß f(z, t) eine Subordinationskette auch über F ist, die offenbar normiert ist. Da 
Ein F dicht liegt, ergibt sich durch Anwendung von Satz 1 auf einen beschränkten Ab- 
shnitt von F, daß die Erweiterung auf F eindeutig bestimmt ist. 

3.2. Wenn E abgeschlossen und s,t€ E ist, so ist das Komplement [s, {]NE eine 
ülfene Menge, also leer oder die Vereinigung höchstens abzählbar vieler offener Inter- 


a, also 
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valle. Es gibt also darin ein Intervall größter Länge. Die Länge dieses Intervalls heiß 
die größte Lücke von En [s,t]). Wenn das Komplement leer ist, also [s, 2] < E ist, „ 
wird die größte Lücke als 0 definiert. 


Satz 3. Sei f(z, t) eine normierte Subordinationskette über der abgeschlossenen MengeE E 
und sei s<t,s,t&EE. Wenn A = A(s,t) die größte Lücke von E n[s,t] ist, so ist di 
Funktion »(z, s,t) (Lemma 1) schlicht in {|z| < o} mit 


oe= 1 +Ye?—1), 


und man kann o durch keine größere nur von A abhängige Zahl ersetzen. Wenn insbesonden 
[s, 2] <E ist, so ist @(z, s, t) schlicht in {|z| < 1}. 

Beweis. Si O0 <r<o. Angenommen, 9(z,s,t) sei nicht schlicht in {|z|<r 
Man betrachte die Funktionen 9(z, o, t) füro€E Er [s, t]. Sei 


T={t&Enl[s,t]: (2, T,t) ist schlicht in {|z| <r}}. 


Wegen g(z,t,t) =z ist tE T, andererseits nach Annahme s € T. Es gehört r, = int 
zu T. Sei (o,, 7,) die in r, endende Lücke von E bzw. o, = r,, wenn keine solche Lücke 
existiert. Dann gibt es eine Folge (o,) mit 0,>o,, o„€EEn[s, r,), so daß @(z, o,,t)in 
{|z| <r} nicht-schlicht ist. Die Funktion 


9(2, Om T,) =en0z+.- 


ist in {|| < o,} schlicht [7, S. 171], wobei 
0, = 1/(et0”°n nn Veto _ 1) 


gesetzt ist. Da 0 sm, — 0, <S A ist, gilt 0, > r für genügend großes n. Wegen 
\9(, 0, )|<|z|<r für |z2| <r folgt aus 


Y(2, On, t) FE e($ (z, On, To); To, t), 


daß »(z, o,„, t) in {|z| < r} schlicht ist. Das ergibt einen Widerspruch. Also ist 9(z, 5,1) 
in {|z|< r} für jedes r < o schlicht, also auch in {|z| < o}. - 

Die normierte Subordinationskette über {— A, 0}, die durch f(z, 0) = z und 
ftz, —A) = z(e”* + z)/(1 + e”’z) gegeben ist, zeigt, daß man p nicht durch eine größer 
Zahl ersetzen kann. 

3.3. In der Definition der Subordinationskette kann man statt {|z|<1} en 
beliebiges Gebiet G mit mindestens drei Randpunkten nehmen, das etwa den Punkt 0 
enthält. Wenn f(z) und g(z) in G analytische Funktionen sind, so schreibt man f(z) < g(.), 
wenn es eine in G analytische Funktion $(z) mit Werten wieder in G und mit g(0) = 
gibt, so daß f(z) = g(p(z)) ist. Man sagt, daß die in z€ G analytische Funktion 
f(z,t) = e'z+ --- eine normierte Subordinationskette über E bez. G bildet, wenn 
flz,s) <flz,t) für sst,s,t€eE gilt. 

Sei nun G nicht einfach-zusammenhängend, und sei s < t. Aus dem Starrheitssatz 
von Aumann und Caratheodory [1] folgt dann, daß 


et’ ade 


für ein festes A = A(G) >0 ist. Also ist E notwendig diskret, und A ist eine untere 
Schranke für den Abstand zweier Punkte aus E. Bei normierten Subordinationsketten 
bezüglich mehrfach-zusammenhängender Gebiete können also durchaus nicht alle reellen 
Mengen E vorkommen. Wenn der Rand von G nur aus endlich vielen Punkten besteht, 
so existieren sogar nur die trivialen Subordinationsketten, bei denen E nur aus einem 
einzigen Punkt besteht [1, S. 761]. 
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$ 4. Die Differentialgleichung 


4.1. Es soll nun der Fall untersucht werden, daß E ein Intervall ist. Dann kann 
man die normierten Subordinationsketten durch eine Differentialgleichung charak- 


| terisieren. 


Satz 4. Sei J ein Intervall, und sei f(z,1) = e'z+-- für jedest€ I in D={|z|<1} 


} analytisch. Genau dann ist f(z,t) eine normierte Subordinationskette über I, wenn f(z, t) in 


t€/ lokal absolut stetig ist, lokal gleichmäßig in D, und wenn es eine in z€ D analytische, in 


 ı€/ meßbare Funktion h(z,t) mit h(0,t) = 1, Re h(z, t) > 0 gibt, so daß für fast alle t€ I gilt 


(4.1) fa = char“). 


Bemerkungen. 1. Dieser Satz ist zum großen Teil in den Arbeiten von Löwner [6], 


| Golusin [4], Kufarev [5], Robertson [9] und Bielecki und Lewandowski [3] enthalten. 


2. Wenn f(z,t) eine nicht-normierte Sudordinationskette mit absolut stetigem 
f‘(0,t) ist, die nach (1.1) in die normierte Subordinationskette f,(z, i*) transformiert 
wird, so gilt für die entsprechenden Funktionen in (4. 1) 


dı* dt 
Beweis. 1. Sei f(z,t) eine normierte Subordinationskette über /. Nach Satz 1 ist 
(a1) in t€ / absolut stetig, und zwar gleichmäßig in {|z| <r} für jedes r <1. Für 
festes z€ D existiert also?) f(z, t) für fast alle t € /. Sei it ein innerer Punkt von /, für den 


Hz, t) existiert. Sei h(z, s, t) für s < t wieder durch (2. 6) definiert. Dann ist h(0,s,t)=1, 
Re h(z,s,t) > 0, es gibt also eine Folge s, ‚7 t, so daß 


(4. 2) hut, = ‚(hier ..— zn) 


h(z, t) = lım h(z, s,, t) 


lokal gleichmäßig in D existiert, und es ist h(0,t) = 1, Re h(z,t) >0. 
Wenn man Gleichung (2.5) (mit s = s,) durch t— s, dividiert und dann n— 
streben läßt, so erhält man wegen g(z, s,,t)—2 


. N e! N e’ 
fa) -in G—glere 

2. Sei umgekehrt f(z,t) eine Funktion, die den Bedingungen des Satzes genügt. 
fürs<t, s,t€ I sei 9,(2, s, t) = e’"'z und 


-2zh(z, t) f’(z,t) = zh(z, t) (2,0). 


t 
Pn+1(2, s,t)=zexp —/f h(o„(2, s,T), T) ir . 


Durch vollständige Induktion zeigt man, daß 9,„(z, s, t) in D analytisch ist und 
92,5, 1)| < |z| erfüllt. Aus (2. 7) ergibt sich in bekannter Weise die Konvergenz von 
9.(2, 5, t). Die Grenzfunktion 9(z, s, t) gehört zu ® und erfüllt 


(4. 3) p(z, s,t) = z exp are, s,t),T) “| ; 


Hieraus folgt, daß p(z, s, £) in t€ / absolut stetig ist, lokal gleichmäßig in D. Für festes z 
und s folgt durch partielle Differentiation für fast allet€ /mitt>s 


(4.4) rl, 5) = — 92,50 hlpla, 5,0, 0) 


2) Der Punkt bezeichne die Ableitung nach der zweiten (reellen) Variablen. 
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Für s<st,s,t€/ sei 
(4. 5) fa, s, 1) = f(p(z, 5,1), 2). 


Dann ist f(z, s, t) absolut stetig bezüglich ti, wie sich aus der Voraussetzung ergibt. Fiir 
festes z und s ist nach (4. 1) und (4. 4) 



















Sf, S, t) ar f($(z, S, t), t) 4 p(z, 5, t) + i(p@, S, !), i) 


= HAFEN) + FR) =. 
Aus der absoluten Stetigkeit folgt also 


2, 5, ) = f(z, 5, s) is I, s). 
Nach (4. 5) ist daher f(z, t) eine Subordinationskette über /. Damit ist Satz 4 bewiesen, 


4.2. Es sollen nun einige Beispiele für die Differentialgleichung (4. 1) behandelt 
werden. 


1. Die analytische Funktion f(z) heißt unter g(z) schlicht subordiniert, wenn & 
eine in D schlichte Funktion y€ 8 gibt, so daß f(z) = g(y(2)) ist. 


Folgerung 1. Seien f(z,a) = e*z+:-- und f(z,.ß)=ez-+:-- in D analytisch 
Funktionen. Genau dann ist f(z, «) unter f(z, ß) schlicht subordiniert, wenn es eine normiert 
Subordinationskette f(z,t) über [«, ß] gibt, die für t= a, ß mit den gegebenen Funktionen 
übereinstimmt. 

Beweis. Wenn f(z,t) eine normierte Subordinationskette über [x, ß] ist, so ist 
p(z, «,ß) nach Satz 3 in D schlicht. 

Umgekehrt gelte f(z, «) = f(y(z), ß) mit einer in D schlichten Funktion y€®. Zu- 
erst soll angenommen werden, daß y(z) noch in |z| < 1 analytisch und schlicht ist und 
Iy(z)| <A erfüllt. Wie Golusin [4] bewiesen hat, existiert dann eine normierte Sub- 
ordinationskette y(z, t) über [« — ß, 0], so daß y(z, «— ß) = y(z), y(z, 0) = z ist, und 
es gilt die Löwnersche Differentialgleichung 





vd =: ((-W|=1) 


















Daher erfüllt f(z, t) = f(y(z, t), ß) die Differentialgleichung 


Man =: era. 


Nun sei y(z) eine beliebige schlichte Funktion aus ®. Dann erfüllt r,' y(r,:) (r„/1) 
die eben gemachten Voraussetzungen. Es gibt also normierte Subordinationsketten f,(z,i) 
mit /„(2,&) = f(r7' y(r„2), ®), fu(2,8) = f(z, ß). Aus Satz 7 ($6) folgt dann die Behauptung. 

2. Eine in D analytische Funktion f(z) = z + - : - heißt sternförmig, wenn D durch 
w = f(z) schlicht auf ein bez. 0 sternförmiges Gebiet abgebildet wird. Die folgende Aus 
sage ist in etwas schwächerer Formulierung wohlbekannt (man vergleiche auch [9)). 

Folgerung 2. Eine in D analytische Funktion f(z) =2z +: ist genau dann stern 
förmig, wenn eine der beiden folgenden äquivalenten Aussagen gilt: 

(a) Für |z| <A ist 

Re [zf'(z)/f(2)] > 0. 

(b) Durch f(z, t) = e'f(z) wird eine normierte Subordinationskette über (— oo, +%) 

gegeben. 
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Beweis. Aus Satz 4 folgt sofort die Äquivalenz der Bedingungen (a) und (b). Wenn 
I 6) sternförmig ist, so gilt offenbar e’f(z) < e'f(z) für s<t, also (b). 
Umgekehrt sei (a) erfüllt. Dann ergibt sich f(z) #0 für O<|z|< 1 und weiter 
arg f(re') = Re h(re”) >0. 
09 
Also ist f(z) auf {| z| = r} für jedes r < 1 schlicht, daher in ganz D. Aus (b) folgt, daß 
das Bildgebiet sternförmig ist. 
3. Beispiel einer nicht-differenzierbaren Subordinationskette. 
Sei y(t) = e'(1 — ef") (e — 1) und 
e'z 
I + Yyt—[N)z 


Wenn t keine ganze Zahl ist, so hat 


(2,1) = =e'z+--- 


fa, t) 1 2-1 
; —=4 + erTfet-W-1 _4)z 
SEN) 
in D positiven Realteil. Nach Satz 4 liefert also f(z, it) eine normierte Subordinationskette 
über —oo, +). Fürn=0, +1,... ist 


e(1— e'(1— e”') 2) für tn +0, 
er(i+1—e)z) füri>n—0, 


0 
Fr f(z, 9-| 


so daß ftz, n) nicht existiert, falls z + O0 ist. 
4.3. Es soll nun ein Schlichtheitskriterium bewiesen werden. 


Folgerung 3. Si O<r<i. Sei f(z,1) = a,lt)z +: (a,(t) #0) für jedes 
tt/=[0, 00) in {|z| <r} analytisch und weiter in t€ I lokal absolut stetig, und zwar 
lokal gleichmäßig bez. {|z| <r}. Für fast alle t€ I sei 


-n 


(4. 6) fa) = he, fa) (lzl<n, 


wobei h(z, t) in {| 2] < 1} analytisch ist und positiven Realteil hat. 

Wenn | a,(t) | > strebt für 1> oo und wenn die Funktionen f(z,t)/a,(t)=2-+ - - -(tEI) 
eine in {| z| < r} normale Familie bilden, so kann man f(z, t) für jedes t€ I auf D analytisch 
fortsetzen und erhält eine in D schlichte Funktion. 


Beweis. Man kann annehmen, daß f(z, t) normiert ist, d.h. daß f(z,1)=e'z+-- 
it. Wie im Beweis von Satz 4 konstruiert man zu 0 <s<t< eine Funktion p(z,5,t) 
aus ®, die (4. 3) erfüllt. Man zeigt wieder, daß f(z, s) = f($(z, s, t), t) für |z| < r ist. Ent- 
sprechend wie in Lemma 1 folgt hieraus g(z, s, t) = p(p(z, s, 0),o, \für O<s<o<t 
ud |z|<r, also für |z] <1. Für festes t ist daher e'p(z, s, it) eine normierte Sub- 
ordinationskette über s€ [0, £]. Da / ein Intervall ist, ergibt sich aus Satz 3, daß $(z, s, t) 
in D schlicht ist. Für festes s€ / bilden die Funktionen e'p(z,s,1) = e’z+--- mit 
!€[s, 0) daher eine in {| z| < 1} normale Familie. Sei (t,) so gewählt, daß 


(4. 7) g(2, s) = lim enp(z, s, 1,) 
aD lokal gleichmäßig existiert. Die Funktion g(z, s) ist in D analytisch und schlicht. 


Es genügt daher zu zeigen, daß f(z, s) = g(z, s) für |z] < 7 ist. 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 22 
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Man kann annehmen, daß (t,) so gewählt ist, daß 
fo@) = lim etnf(a,1,) = 2 
in {|2| <r} lokal gleichmäßig existiert. Für |z| <r und no ist dann nach (4. 7) 
fa, s) = Hola, 5, 1,), 1.) > Fletrg(z, ), 1.) 
n ert,(e'ng(z,s)) » g(z, 5). 
Als Anwendung soll das folgende Ergebnis von Bazilevi@ [2] bewiesen werden: /n 


{|z] <1} sei g(z) sternförmig und h(z) analytisch und von positivem Realteil. Wenn a >0 
und ß reell sind, so ist 


f(@) = [no serer a 


or 


in {|z| < 1} analytisch und schlicht. 

Zum Beweise sei h,(2) = iß + azg’(z)/g(2). Dann ist auch Re A,(z) > 0. Für 
0 <t< oo sei 
11/(x+iß) 


a0 = f (AO) + th) ga" "aL 





Dann ist 


1/x+iß) ’ 
h(0) (g’ (0) +9 Es 


f(z, t) -(- +3*t t 
und man sieht leicht, daß für ein gewisses r > 0 die Funktion f(z, t) für jedes t>0 in 
{|z|] <r} analytisch ist. Es gilt (4. 6) mit 


h(z,t) = h(z) + th,(2). 
Da schließlich für {> + 


tz, t) Bm | g(z) At Er 


al) \8’(0)z 


strebt, ergibt sich aus Folgerung 3, daß f(z, t) für jedes 2> 0 in {|z| < 1} analytisch 
und schlicht ist. 


u 


$ 5. Das Verhalten für großes | :| 


5.1. Definition 2. Eine Subordinationskette f(z,t) über E heißt normal, wenn sie 
normiert ist und wenn die Funktionen 


e'fza)=z+'-- (t€E) 
eine in D normale Familie bilden. 


Wenn E beschränkt ist, so sind natürlich die Begriffe normal und normiert äqui- 
valent. 


Satz 5. Sei E eine abgeschlossene Menge mit beschränkten Lücken°). Jede normierte 
Subordinationskette f(z,t) über E kann man dann in der Form 


(5-1) 2, 1) = D(g(z, ı)) 


darstellen, wo ®(w) = w-+ : : - eineganze Funktion und g(z, t) eine normale Subordinations- 
kette über E ist. 


®) Das bedeutet, daß es eine Zahl A gibt. so daß jede Lücke von E eine Länge S A hat. 
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Umgekehrt ist natürlich jedes f(z, 2) der Form (5. 1) eine normierte Subordinations- 
kette. Im Abschnitt 5. 4 wird gezeigt werden, daß man die Voraussetzung über die Be- 
schränktheit der Lücken durch keine schwächere Forderung ersetzen kann. Zuerst, soll 
ein Hilfssatz bewiesen werden. 


Lemma 3. Sei E eine abgeschlossene Menge mit beschränkten Lückenundß =supE< «x. 
Sei f{z, t) eine normierte Subordinationskette über E. Es gebe ein o, > 0, so daß 
(5. 2) max |f(z,t)|<e'K, (tE E) 
lz]<@ 
ist. Zu jedem r < 1 existieren dann nur von K,, 09, E und r abhängende Zahlen K(r) und 
u(r), so daß 
(5. 3) max | f(z,1)| <e'K(r) 
2, Sr 


für alle t€EE mt t< ß—. ufr) ist. 

Beweis. Die Lücken von E seien < 4. Sei r < 1 gegeben. Sei r,=r, und sei r, 
definiert durch 

(5. 4) rn. =r(r, +e*)/li + e”r, = 0,1,.:.). 
Dann gilt 

r,sr{r+e)i+e"r)Y. 

Man kann daher ein n = n(r) fest so wählen, daß r,< o, ist. 

Zu jedem r€ E mit r <ß— 2% existiert ein € Emitr+A<rT*<r+ 2%. Zu 
jedem t€ E mit t < ß— 2n/} gibt es also Zahlen 


t=h<hh<.<t, 
mit 
(5. 5) ASt, —1,S24 =0,..,8—1). 
Es soll nun durch Induktion gezeigt werden, daß für» =0,1,...,n 


(5. 6) max |p(z,t,t)|<r 
lz|sr 


ist. Für » = 0 ist (5.6) trivial. Sei (5. 6) für ein » <n bewiesen. Für jede Funktion 
veB gilt 

(21+1y(0)| 

+ |y(0)| |z| 

Für |2|< r ergibt sich daher aus (2. 3), (2. 1), (5.5) und (5. 4) 


vaislzl; 


|9(z,2,1,,)| = |p(9(z t, 1), 1,, 1,1) | 
plz, t,1,)| + et 
+ ev, 1 | o(z, t, t,) 





< |9%4,4)|4 


2 
v 1 + r,e”* +1’ 


Damit ist (5.6) für » = 0,1,...,n bewiesen. 


Sei tEE,t<ß—2ni. Aus (5.6) (mit »=n), (5.2) und (5. 5) folgt 


—f 


max | f(z, t) | Er pn | I($(z, t, L.), t,) | 


zlsr 


< max |) SER,< ee ®K,, 
>20 


22* 
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5.2. Beweis von Satz 5. 

















© strebt 
1. Sei zuerst ö = sup E< &. Nach Satz 3 folgt aus der Voraussetzung über di F 
Lücken, daß es ein o > 0 gibt, so daß (2, t,ß) in {lz| < o} für alle € E schlicht ist 5 
Nach den Verzerrungssätzen gilt daher Die Sı 
le'plauß)|<K, (|2|1< 0/2, 1€B | 
für eine gewisse Konstante Ä,. Daher ist für |z| < o/2 und !€E E 
| e"'j(z, t) | _ | e*'f(g (z, t, ß), ß) | Damit 
<|e”'p(z,t,ß)| max |f'(,#)|=s K.. | 
ltise/2 a 
mittel 
Nach Lemma 3 und Definition 2 ist daher f(z, t) eine normale Subordinationskette über F. | 
Damit ist Satz 5 mit ®(w) = w für den Fall sup E < oo bewiesen. Iäch 
ückei 
2a. Sei nun = sup E = &. Nach Satz 3 gibt es ein oe > 0, so daß 
= pl23,851)=e'z+ Be und b« 
in {|z| < o} schlicht ist. Die Umkehrfunktion 
z=y&;s)=ei’it: wo ® 
e ' ; \ über I 
ist mindestens in {| & | < 4”'oe’""} analytisch und schlicht. Seim=1,2,..., und seis„€E je; 
mit s, > log (4m/o) gewählt. Für |w| < m und t >s, ist dann e*|w| < 4 "oe", 
also nach (2. 2) 
5.7 "y,)= rs 8 Di, 8) ..., 
(5.7) few, ) = xle tw; su, 2), 5m) = w + 7 
Da die Funktion 
+ ne mem Smın ... . 
x u;s.,t)=e'"uw+ ei, s 
in {|w| < m} schlicht ist, kann man eine Folge (t,) mit £„,’ oo auswählen, so dad | 
x(e'rw; s„, t,) in {| w| < m} lokal gleichmäßig konvergiert, und zwar für jedes feste 
m =1,2,.... Sei y„(w) die Grenzfunktion. Nach (5. 7) ist dann okal ; 
(5. 8) fletrw, t,)>f(xmlw),s„)=w+t'': (|w| <m). | 
Nach dem Identitätssatz hängt daher die rechte Seite nicht von m ab, stellt also eine ” 
ganze Funktion ®(w) = w-+ ::: dar. Da di 
2b. Sei Z,=Ern(—, t,]. Dann ist rechte 
(5. 9) er eezt- | 
eine normierte Subordinationskette über s€E E,. Aus den Verzerrungssätzen folgt 
|2.(,5)| <e*K, für |z|< 0/2. Nach Lemma 3 ergibt sich also Weger 
©- 10) | 8.(2, s) | = eK;(r) (| 2 | s r, seE,). 
Man kann daher den später zu beweisenden Satz 7 auf g„(z,s) anwenden und also an @ .p fi 
nehmen, daß (t,) bereits so gewählt ist, daß g,„(z, s) in D lokal gleichmäßig gegen eine 
normierte Subordinationskette g(z, s) über E strebt. Aus (5. 9) folgt, daß für jedes s€E 
und n— oo 
ist, W 
(5. 11) enp(z, s,1,)> g(z, s) vielen 
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strebt lokal gleichmäßig in D. Nach (5. 10) ist 
le’g(z,s)| < K,(r) (lz2|<r,s€E). 
Die Subordinationskette g(z, s) ist also normal. 
Schließlich gilt für festes s€ E nach (5. 11) und dem Ergebnis von Teil 2a 
f{a, s) = lim f(e*'n - eng(z, 5, 1,), 1)= ©(g(z, s)). 
Damit ist Satz 5 bewiesen. 


5.3. Es sollen nun einige Folgerungen bewiesen werden. Die erste ergibt sich un- 
mittelbar aus Teil 1 des Beweises von Satz 5. 


Folgerung 4. Sei E eine abgeschlossene Menge mit sup E< oo und beschränkten 
Lücken. Dann ist jede normierte Subordinationskette über E normal. 


Folgerung 5. Sei E eine abgeschlossene Menge mit ntE>—», sup E=-+», 
und beschränkten Lücken. Sei f(z,t) eine normierte Subordinationskette über E, also 


f(z, 1) = ©(g(z, ı)), 


 w®d(uw) =w-+ ++ eine ganze Funktion und g(z,t) eine normale Subordinationskette 
über E ist. 


a) Wenn B(w)=w-+ + c,„w"”, c„+0 ist, so bilden die Funktionen 
e"!f(z,t) (t€E E) 
eine normale Familie, und alle Grenzfunktionen beginnen mit c„2"”" +» 


b) Wenn ®(w) transzendent ist und wenn es reelle Folgen («,) und (t,) mit t1,> 
gibt, so daß 


(5. 12) e"nf(z, 1.) > fo(2) 
lokal gleichmäßig in D strebt, so ist immer f,(2) =. 
Beweis. a) Es ist 
e"flz,1) — c„(e"'g(z, 1)" = e'c„ ‚(eg "+ He lertgilz, ı)). 


Da die Funktionen e”'g(z,t) = 2 + **- (tEE) eine normale Familie bilden, strebt die 
rechte Seite gegen 0 für 1> . 


b) Sei 


fs) = & a,(l), O(u)= & cur. 
k=1 k=1 


Wegen e”'g(z, t) = +. folgt aus 
(a) = Ola, 9)= 2 ve le'gla, 9), 
daß für jedes k=1,2,... 
(5. 13) a,(t) = e**(c, + Ole”')) (> ©) 


it. Wenn (5. 12) gilt, so ist e”’ra,(t,) für n— oo beschränkt. Für jedes der unendlich 
vielen k, für die c, + 0 ist, folgt dann aus (5. 13), daß kt, — «, nach oben beschränkt ist. 
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Also ist jt,— @,> — 0 für n> oo und jedes j=1,2,.... Aus (5. 13) ergibt sich dam 
e”ra,(t,)>0fürn>o0o,j=1,2,.... Daher verschwinden alle Koeffizienten der Grenz. 
funktion f,(z), d.h. es ist f,(z) = 0. 


Folgerung 6. Sei E = [a, ©). Genau dann ist die normierte Subordinationskette f(z,ı) 
normal, wenn für jedes t€ E die Funktionen f(z, t) in {| z| < 1} schlicht sind. 


Beweis. 1. Wenn die Funktionen e”'f(z,1)=2z+:-- in {|z| < 1} schlicht sind 
so bilden sie nach den Verzerrungssätzen eine normale Familie. 










2. Sei nun umgekehrt f(z, it) eine normale Subordinationskette. Nach Folgerung ; 
ist dann f(z, t) = g(z, t). Nach Satz 3 ist 9(z, s, t) füra« <s <t < oo schlicht in {| z| < 1) 
Aus (5. 11) ergibt sich daher, daß f(z, s) in {| z| < 1} schlicht ist. 


5.4. Sei A, >0(n=1,2,...). Dann ist 
Yu(2) = 2(2+ e")/(1 + e”’"2) 


eine Funktion aus B. Sei ,—= 0 und 






WERTE TV 

v=]1 
Man definiere f(z, t,) = z und allgemein 
f(z, tu+ı) ”e f(yu;1(2), t,)- 


Dann ist f(z, t) eine normierte Subordinationskette über E = {t,:n = 0,1,...}. Wenn 






f{zt1)=erz +b,2?+*-- 





gesetzt wird, so folgt b, = e'n(e’r — e”’n) + b, ‚er, d.h. 













—t Dr = Be 
enb,=ern— ern +etletnıb, ))- 


Wenn nun lim sup A, = +oo ist, so kann eb, für n>coo nicht beschränkt 
n>© a ? .. 


bleiben. Also ist e*'rf(z, t,) keine normale Folge. Damit ist gezeigt, daß man die Voraus 
setzungen von Satz 5 bzw. von Folgerung 4 über die Beschränktheit der Lücken 
durch keine schwächere Voraussetzung über das Wachstum der Lücken ersetzen kann. 


5.5. Satz 6. Sei f(z,t) eine normierte Subordinationskette über E. Es gebe eine Folge 
von Zahlen t„€ E mit t, 7 ©, t,,,—1„>0, so daß 








e’'nf(z, t„) > fo(2) 


(n>) 





strebt lokal gleichmäßig in D. Dann ist f,(2) =2+ ::: sternförmig in D, und es gli 





ef, )> ol) (t> 0, 1ER). 


Jede sternförmige Funktion f,(2) = 2 + ::: kann als Grenzfunktion vorkommen. Die enl- 
sprechenden Behauptungen gelten für Konvergenz gegen — x. 


Beweis. Sei ö > 0 gegeben. Sei n, so groß gewählt, daß t,,,—1„<öfürn>m 
ist. Wenn schon n, bestimmt ist, so werde n,,, so groß gewählt, daß 


t 


n 








1 s t, Hr ö < tn, .,+1 


v+ 


eine nı 
über I 


mierte 
d>0 


ist füh 


E,>. 
Wege: 
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ist. Dann gilt 
(5. 14) 
Nun ist 
6. 15) Pu f(z, 1.) "+1 un, ri Er f(p(z, In» In) 1)» 
= gibt eine Folge (v,), so daß für eine gewisse Funktion 9, € ® 
p(2, Unyy+1 ’ In) — 90(2) 
) Iokal gleichmäßig in D strebt. Für » = »,— oo folgt dann aus (5. 14) und (5. 15) 
fol) = e’fo(Po(2)); 


d.h. es ist e”f,(z) < fo(z) für 6 > 0. Nach Folgerung 2 ist daher f,(z) sternförmig in D. 
| Sei nun „€ E, 7, 7 00. Dann gibt es m,, so daß 1, <r,St,, ist. Es gilt 
IS, <tnmt 


nr 0 für k> oo, also 


o(2, Ty, Eum,) Eu em z röve 
Daher ist 
REPER = Ibm Tk — “ 
e kf(z, T,) = eh ”. e "rf(o(z, Tı Im) m) > Fol2)- 
Wenn weiter f,(z2) = + ' : eine sternförmige Funktion ist, so ist f(z, £) = e'f,(2) 


eine normierte Subordinationskette über (—oo, + oo) (Folgerung 2). Die Behauptungen 
über Konvergenz > — oo werden ganz entsprechend bewiesen. 


$ 6. Folgen von Subordinationsketten 


6.1. Wenn E,(n = 1,2,...) und E abgeschlossene Mengen sind, so bedeute E,>E, 
daß E identisch ist mit der Menge der Häufungspunkte von Folgen (t,) mit t,€E E. 


Satz 7. Seien E,„ und E abgeschlossene Mengen und E,„> E. Seien f„(z, t) (n=1,2,...) 
normierte Subordinationsketten über E,. ZuO<r<1 und <a< oo gebe es eine Zahl 
Mir, a), so daß 

(6. 1) \fu(z,t)|< M(r, «) 
frlza| <r, teE,n(— o,al,n=1,2,... ist. 


Dann existiert eine Folge (n,), so daß In, (2, t) in D lokal gleichmäßig gegen eine nor- 
mierte Subordinationskette f(z, t) über E strebt, d.h. zue>0,«>0undr <i gibt es ein 
3>0 und ein v,, so daß 


fu, (2, t,) —f(z, t) | <e 
st fü |2|<r, 1. CE„,tEEn[—a, «], tl <öundv >». 


Beweis. Sei A={r,:k=1,2,...} eine in E dichte abzählbare Menge. Wegen 
E,>E gibt es zu jedem k = 1,2,... Punkte r,, € E, mit r,,— r, für n— oo und festes k. 
Wegen (6. 1) kann man eine Folge (n,) finden, so daß 


fa, 1) = lim (la) =erz+-- 
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für jedes k=1,2,... lokal gleichmäßig in D existiert. Aus Lemma 2 folgt dann, dag 
f(z, t) eine normierte Subordinationskette über A bildet, die man nach Satz 2 zu einer 
normierten Subordinationskette über E erweitern kann. 


Aus (6. 1) ergibt sich wie im Beweis von Satz 1, daß 
9 Ina) — a) |< Min) | —s| 


ist für |2| Sr und s, ! € En[—2a, 2a]. Es folgt 


(6. 3) as) — fa s)| << Mılr,a)|’—s|. 


Sei 
. € & 
iin min EM’ 5) 
Man kann ein m finden, so daß jede Zahl {€ En [—.a, a] von einer Zahl r, mit 
1<sk=k(t) <S meinen Abstand < ö hat. Sei nun », so groß gewählt, daß für k=1,...,m 
und v >», erstens 


(6. 4) I, a W|<5 (lz|I<r 


und zweitens | 7, — 7, | < 6 ist. 


Sei |2]<r und tEErn[—a, a], in, eE, |t—1,|<d,»>»,. Mit k=kf) 
ist dann |, —t|<ö6, | —1,,|< 36, also 7,, 7. € [—2a, 2a]. Aus (6.2), (6.3) 
und (6. 4) folgt daher 


in, 4) a9 |< Mn) (|, al + lt ul)+z 
< M,(r, a) (36 +6) + 3 <e. 


6.2. Folgerung 7. Sei E eine reelle abgeschlossene Punktmenge mit inf E=—x 
und ß = sup E< +0. Dann gibt es eine normierte Subordinationskette über E, die man 
nicht zu einer normierten Subordinationskette über einer Menge E* + E mil 
E< E*<(—oo, ß] erweitern kann. 


Beweis. Die Bausteine, aus denen die Subordinationskette zusammengesetzt wird, 
sind die Funktionen 


7» EI cn A A, EE. N 

ai Ai Ser mn z+ (> 

aus ®. Zu jedem n = 1,2,... wähle man eine diskrete Teilmenge E, = {t,,: k = 0, 1, ...) 

von E, so daß jeder Punkt aus E von E, einen Abstand < 1/n hat, und es sei t,, = PFE,. 

Die Punkte 1,,(k = 0,1,...) aus E, seien so angeordnet, daß t,, >, ,..ist. Für n>® 
gilt dann E,>E. 


Sein=1,2,.... Man setze f„(z,i,) = e’z und allgemein 


(6. 5) In(2, t.,8+1) wo fn(p(z, ln,6+1 ae lu.) » in)- 


Dadurch wird eine normierte Subordinationskette über E, definiert. Wegen | f, (2,1) | <e 
und E„>E kann man nach Satz 7 eine Teilfolge fn, (2, t) finden, die lokal gleichmäßig 
gegen eine normierte Subordinationskette f(z,t) über E konvergiert. 
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Angenommen, man könnte /(z,t) zu einer normierten Subordinationskette über 
der Menge E* + E mit E< E*<(—o, ß] erweitern. Es sei s€ E*NE. Dann gehört s 
zu einem der offenen Intervalle (o,r), aus denen die offene Menge (—oo, B]NE sich 
zusammensetzt. Sei n > 1/(r— o) und sei t,, der zu r nächste Punkt von E,. Dann ist 
—|<A/n, |t„arı —o| <A/n. Aus (6.5) (mit n = n,) folgt dann 


IM 
f(z, 0) =. I(y(z; EIER 0), r), 


d.h.esist 9(2,0,7) = y(z;T—o). Nach Annahme isto <s <r,also »=max (T—s,s— 0) <T—o. 
Nach Satz 3 wäre also y(z; r— o) schlicht in 


{2] < ie + Ver—1)}, 


im Widerspruch dazu, daß y’(z, r — o) in dieser Kreisscheibe eine Nullstelle hat. 


Literatur 


1.6. Aumann und C. Caratheodory, Ein Satz über die konforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
ebener Gebiete, Math. Ann. 109 (1934), 756— 763. 


2, I. E. Bazilevi£, Über einen Fall der Integrierbarkeit in der Quadratur der Gleichung von Löwner-Kufarev, 
Mat. sb. 37 (1955), 471—476 [russisch]. 

3. A. Bielecki et Z. Lewandowski, Sur les familles de fonctions a-6toildes, Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, 
Seet. A 15 (1961), 45—55. 

.@.M.Golusin, Zur Theorie der schlichten Funktionen, Mat. sb. 6 (1939), 383—388 [russisch, deutsche Zu- 
sammenfassung]. 


5. P. P. Kufarev, Über einparametrige Familien analytischer Funktionen, Mat. sb. 18 (1943), 87—118 [russisch, 
englische Zusammenfassung]. 


. K. Löwner, Untersuchungen über schlichte konforme Abbildungen des Einheitskreises, Math. Ann. 89 (1923), 
103—121. 

.Z. Nehari, Conformal mapping, New York 1952. 

3. Ch. Pommerenke, On sequences of subordinate functions, Michigan Math. J. 7 (1960), 181—185. 


. M.$. Robertson, Applications of the subordination principle to univalent functions, Paeifie J. Math. 11 (1961), 
315—324. 


Eingegangen 13. August 1964 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 





Rank 3 subgroups of finite sympleetie and unitary groups 


By D.G. Higman and J. E. MeLaughlin at Ann Arbor (Mich.) 





1. Introduetion 


Denote by Aut;(P) the group of all those collineations of the projective space P. 
of dimension d over the field F,, which commute with a given polarity ö of sympleeti 
(1. e., null) or unitary type. The subgroup 7(P) = T,(P) generated by all the elation 
in Aut,(P), called the projective special symplectic group or the projective special unitarı 
group according as ö is of symplectic or unitary type, is a simple group in all but sis 
cases (see for example [1, 2]). In the unitary case g must be a square, q = g;; it wil 
prove convenient to put 9, = g in the symplectie case. 


The rank of a transitive permutation group is defined to be the number of orbits 
for the stabilizer of a point [4]. Thus the rank is always at least 2, and rank 2 means 
double transitivity. The group Aut,(P) can be regarded as a group of permutations ol 
the set of absolute points of P (a point P is called absolute if it lies on Pt — ö(P)), and 
as such is transitive since T(P) is transitive. For d= 1 or 2, T(P) is even doubly tran- 
sitive (of course for d = 2, as for all even d, only the unitary case is possible). It is shown 
in $ 8 that for d = 2, any subgroup of Aut,(P) which is doubly transitive on the absolute 
points of P must contain T(P). For d>3 it is clear that Aut,(P) must have rank a 
least 3, since the stabilizer of a point P also stabilizes P!. The fact is that Aut,(P) ha 
exactly rank 3 for d> 3, as does T(P). The problem arises of determining the rank 3 
subgroups of Auts(P), d>3. 

Assuming that q, > 4, we show in $ 9 that any normal subgroup + 1 of a rank) 
subgroup G of Aut,(P) again has rank 3. (We don’t know if the restrietion on g, can be 
removed entirely, but if we assume that G consists of projectivities, we need only assume 
that q, > 3.) It follows with this restrietion on g, that, firstly, minimal rank 3 subgroup: 
of Aut,(P) are simple, and secondly, if G is a rank 3 subgroup, so isG@ n T(P). The man 
question therefore, is whether T(P) is a minimal rank 3 subgroup. In $ 10 is is shown 
that for 3<d<7, T(P) is minimal with the following possible exceptions in the 
symplectic case: 


d=3,9%=2, and d=5 or 7, q,even. 


The only case which we know to be actually exceptional is the symplectie case 
with d=3, g = 2, where the alternating group of degree 6 acts as a rank 3 subgroup 
of T(P) while T(P) is isomorphie to the symmetrie group of degree 6. The sympleetie 
case withd=5, 9, = 2 can, in fact be ruled out, but we do not give the rather lengthy 
details here. These results can be considered as symplectic and unitary analogues ol 


!) Research was supported in part by grants from the National Seience Foundation. 
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Wagner’s results [9] concerning doubly transitive subgroups of the full collineation 
group of P. 

| Crucial for our present purposes, and of independent interest, are two results 
concerning generation of the symplectie and unitary groups. In $$ 4 to 6 it is shown that 
any set of elations in Aut,(P), d > 2, containing at least one elation for each absolute 
center, generates T(P). In $ 7 it is shown that a subgroup of Aut,(P), d > 2, containing 
at least one (X, Kt)-homology for each non-degenerate linear variety Ä of some fixed 
dimension e < d, must contain T(P). (A (K, K*)-homology is defined to be a collineation 
+1 fixing K and K+ pointwise.) These results include symplectic and unitary versions 


Ö of results known for the linear case [9, 3]. 


2. The sympleetie and unitary groups 


The notations and terminology introduced in this section will be used throughout 
the rest of the paper. The books [1] and [2] are basic references concerning the groups 
in question. 

The projeetive space P = P,(g) over the field F, (q = p’, p prime) can be repre- 
sented by a vector space V of dimension n = d + 1 over F,, in the sense that the linear 
varieties in P can be put in one-to-one correspondence with the subspaces + 0 of V in 
such a way that incidence in P corresponds to inclusion in V. It will occasionally be 


convenient to denote by U the linear variety in P corresponding to the subspace U of V. 
Alinear variety in Pcan be regarded as a projective space, and, as such, is represented 
by the corresponding subspace of V. 

The natural homomorphism P of the group Aut(V) of all non-singular semi-linear 
transformations of V into the group Aut(P) of all collineations of P is surjective (by 
the Fundamental Theorem of Projective Geometry for d > 2; this can be taken as the 
definition of Aut(P) for d = 1). The kernel of P is the group of scalar transformations. 
The elations of P are the collineations which can be induced by transvections of V, i. e 


u 
br transformations of the form 


Tt:z>z+gle)e, zeV 


where g is a non-trivial linear functional on V and c is a non-zero vector in V such that 
r()= 0. The group generated by all elations of P we denote by SL(P), and the group 
generated by all transvections of V we denote by SL(V), so that SL(P) = PSL(V). 

The elations of P are characterized as the collineations which fix all the points 
olsome hyperplane, but no further points (for d = 1 this means exactly one fixed point). 
The hyperplane of fixed points of an elation y is called the axis of y. y has the dual 
property that it fixes all the hyperplanes through some point, called the center of y, 
vhich must, of course, be on the axis. An elation with center P and axis H we shall call a 
(P, H)-elation. 

A collineation + 1 of P fixing a hyperplane H point-wise, but which is not an 
dation, fixes exactly one point, say P, off H, and is called an homology with axis H and 
enter P, or a (P, H)-homology. The group GL(P) generated by the elations and homo- 
hgies together is called the group of projectivities of P. The inverse image GL(V) of 
6L{P) in Aut(V) is the group of non-singular linear transformations of V. 

We shall assume throughout that there is given a polarity ö of P of sympleectie 
it unitary type, and denote by Aut,(P) the group of all collineations of P which com- 
nute with ö. The subgroup generated by all elations commuting with ö we denote by 


23* 








176 Higman and McLaughlin, Rank 3 subgroups of finite symplectie and unitary groups 


T,(P), or simply by T(P). To say that a linear variety X of P is non-degenerate mean 
precisely that ö| X is a polarity of K. The notation T(K) means always 7,,,(K). 


The assumption that ö is of symplectic or unitary type means that ö can h 


represented by a non-degenerate skew-hermitian form g: Vx V>F, which is alternat | 
in case the corresponding automorphism o of F, is the identity. This means that for f 


each subspace U +0 of V, ö(U) == w, where W = {x&€ V |g(z, U) = 0}. We let F 
be the fixed field of o. If ö is symplectiec, then ao = 1 and g = g,, while if ö is unitarı. 
q= and o is the involution 0:2 — x". The absolute points P of P, i. e., those such 


that P lies on Pl = ö(P), are the points represented by the non-zero isotropie vectos f 


of g. The points which are not absolute are called ordinary. 


A semi-linear transformation 7 of V induces a collineation commuting with d if 
and only if there is an element A, #0 in F, such that g(T(z), T(y)) = Arg(z, y) for 
all x, y in V, where o, is the automorphism of F, determined by T. That is, the inver« 
image of Aut,(P) in Aut(V) is the group Aut,(V) of all semi-linear transformations of V 
satisfying this condition. The transvections r of V belonging to Aut,(V) are isometries 
(A, = 1), and are the transvections such that D(z) = x :g(x,c), zEV, with « a fixed 
non-zero element of F, and c a fixed non-zero isotropie vector. From this we can se 
that an elation in Aut,(P) must be a (P, P!)-elation for some absolute point P, and 
that a given (P, P!)-elation belongs to Aut,(P) if and only if it permutes the absolute 
points on a line through P not in P!. The inverse image of T,(P) in SL(V) is the group 
T,(V) generated by all the transvections of the above form. We also denote this group, 
which is the group of isometries of g of determinant 1, simply by T(V). 


The vector space V has a basis fe_„,...E_1,&1,--Em} OT {E&_an+ +76 _1y En iss ah 
according as n=2m or n=2m +1, such that 


g(e_,e) =1= —g(e, e[) (1 <i<m 
and 
g(e, eo) = 5, 4 +x*= 0, 


with all other products zero. 


The matrix J = J„ of g with respect to such a basis is given by 


0 0 
0 Qn 
| \ iu 0 0 
0 


x 
Qm 0 
—n 0 


where Q2,„ is the m x m-matrix of the form 


An nx n-matrix A with coefficients in F, represents an element of 7,(V) with 
respect to the given basis if and only if A has determinant 1 and A JA" = J, where 4' 
is the transpose of the matrix obtained from A by applying o to each entry. Thus, for 
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example, the inverse image in T(V) of the subgroup T(P), of T(P) fixing the point 
P = (e_„) consists precisely of the transformations of V represented by matrices 


BE . 
M(a,A,&,)=|n A 0 


c & a 


_o 


where n= —aAJ, 26", AJ sA"= J, 2, det A=a’Ja, and &J, 2£"=(c/a)’ — cja. 
1 


| 
The matrices of this form in which a=1 and A = . represents a 
.- 


78 
member of a p-Sylow subgroup of T(W), W= <e_ „13: „1 >, represent the 
linear transformations of a p-Sylow subgroup of T(V), which is also a p-Sylow subgroup 
of the full group of isometries of g, and induces isomorphically a p-Sylow subgroup 


| of T(P). 


In the notation of Dieudonn& [2], 7,(V) is the group Sp„(F,) in the sympleetic 
case, and the group U, (F,) in the unitary case, and 7,(P) = PSp,„(F,), PU, (F,) in 
the respective cases. All but six of the groups 7,(P) are simple (see for example [1, 2]). 

fd=1,i.e., if P is a line /, then the absolute points are represented by the non- 
zero vectors in F,e_, + F,,e,, and hence may be regarded as the points of a projective 
line !, over F,. Moreover, restrieting 7,(l) to the absolute points of l gives an isomor- 
phism T,(l) = SL(l,). 

Remark on Notation. If G is a group of collineation of P, and X is a linear variety 
in P, then G, denotes the subgroup of G fixing X while G,,, denotes the subgroup of G 
fixing every point of X. G,y,.. denotes G, nGyn'*' 


3. Some geometrie eonsiderations 


A pair P,Q of distinet absolute points is called singular if P lies on Q+, and 
hyperbolie otherwise. A line containing a hyperbolic pair of absolute points is called a 
hyperbolie line. The hyperbolic lines are precisely the non-degenerate lines of P. A line 
containing a singular pair will be called totally singular. Every point on a totally singular 
ine is absolute and every pair of distinet points on it is singular. 


Denote by v„ the number of absolute points of P. If P is symplectie (we say that P 
is symplectic or unitary according as ö is of symplectic or unitary type), all points are 
absolute, and 2, = (g’+*" — 1)/(g — 1). Suppose that P is unitary. IE d = 1, Pis a hyper- 
bolie line and we have v, = g, + 1. Assume that d > 2, and let P be an absolute point 
ol P. The hyperbolic lines through P are precisely the g*' lines through P not in Pt. 
Any hyperplane K of P4 not through P is non-degenerate as the polar of one of these 
hyperbolic lines (if d= 2, K is an ordinary point). The totally singular lines through ? 
are precisely the v, (0 if d = 2) lines joining P to absolute points of K. Hence 


y=n+ 1, 
and 


v="g+W%rg+1,d23. 
It follows that 


= (Et NHENA—N, di. 
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The following table, which is convenient for later purposes, is now easily completej 
We put v,=»,=0, so that the entries are correct for all d>1. P denote 4 
absolute point. 























Number of Sympleetic Unitary 





nn 


A. BAR 4 5 1 d+1 d a 
absolute points = r 1 = (do NY) y 
Bach g—1 


absolute points i 
+P on Pı 19a 


absolute points i-ı 
q 
not on Pt g . 


hyperbolic lines 
through P 1 





hyperbolic lines 















“+ q if P is symplectie 
FETTE ANTE En 
hyperbolic lines gives | y@ if P is unitary 
in Pı %+1 
totally singular ? 
lines through P . 
hyperbolie pairs gr gr 
of absolute points air. ’ 
singular pairs of zu 
absolute points Prada 


4. Groups generated by elations 
The purpose of the next three sections is to prove 


Theorem 1. Let ö be a polarity of symplectie or unitary type of the projective spac 
P = P,(q) of dimension d> 2 over F,. Then a set of elations in Aut,(P) containing ı 
(P, P!)-elation for each absolute point P generates T,(P). 


In the present section the case d = 2 is treated, in the next section the case d=) 
is established, and finally in $ 6 the induction step from d to d + 2 is demonstrated. 0 
course the theorem is trivial for qg, a prime. 








It would be extremely interesting to move the condition that P be desarguesiaı 
from the hypothesis to the conclusion in this theorem for the case d = 2, that is, to 
show that a finite projective plane x admitting a polarity ö of “unitary type” and a 
(P, P4)-elation for each absolute point P is necessarily desarguesian. The right definition 
of “unitary type” might be that a line containing two absolute points contains n, + |. 
where the order of x is n,. It would still be very interesting to prove this under the 
assumption that x admits all possible (P, P4)-elations. 
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In the proof of the cases d = 2 and 3 of Theorem 1 we shall make essential use 
of the following fact about desarguesian projective lines, easily derived from the dis- 
cussion in Diekson’s book [1, Chapter X11]. 


Lemma 1. Let X be a group of collineations of a desarguesian projective line 1 of 
order q, such that for each point P on l, X contains an element firing P and no other point 
(i.e., an elation wüth center P). Then X2 SL(l) unless 


I)gis even and X is a dihedral group of order 2(q + 1). Here X is a Frobenius group 
"on the points of l and contains exactly one elation for each center, or 


2)gq= 9 and the elations in X generate a group isomorphic to the alternating group 
of degree 5. Here X contains exactly two elations for each center. 


This lemma may be regarded as the case d = 1 of Theorem 1. Unfortunately, the 


| many exceptions make it impossible to begin the induction with this case. 


Proof of the Theorem for d= 2. We are given a unitary polarity ö of P= P,(g,), 
and a subgroup G of T,(P) containing at least one (P, P4)-elation in Aut,(P) for each 
absolute point P in P. It is required to prove that G = T,(P). We may assume that g, 
is not a prime. 


Let I, be the set of q, + 1 absolute points of a hyperbolic line ! of P. Then G,| 1, 
contains an element of order p fixing P for each point P of l,, and hence is transitive 
on the points of l,. It follows that G is transitive on the absolute points of P, and hence 
that the number e of (7, P4)-elations is independent of P. We may regard /, as a line 
over F, and G, | I, as a group of collineations on this line, and conclude from Lemma 1 
that e= 9, — 1 and that G = T,(P), with the following two exceptions: 


(1) gu is even and G, | |, is the dihedral group of order 2(g, + 1) for every hyperbolie 
line. Here e=1, or 


2) %=9ande=2. 
We discuss these exceptional cases separately. 


Case (1). Here we have g, even and >2, and e=1. We see that G,| 1, is a Frobenius 
group for any hyperbolie line !. Suppose we can show that G is a Frobenius group on 
the absolute points of P. Then the Frobenius kernel M of G will be an abelian group 
(since elations are involutions for qg even) of order 9, + 1, and since , >2,— + I 
contains a primary factor u“ which is also the u-contribution to |GL(P)| and divides 
?+g+ 1. Hence a u-Sylow subgroup of M is a normal subgroup of G, and has for its 
normalizer in G@L(P) the normalizer of a Singer group. Since the normalizer of a Singer 
group has odd order [5], this is a contradietion. So it suffices to show that G is a Frobenius 
group on the absolute points of P. 


Suppose that P and Q are two absolute points such that G,, + 1 and let I be 
the hyperbolie line P +. Since 6, | I, is a Frobenius group, G»,o fixes every absolute 
point of /, and hence fixes every point of I. That is, if G is not a Frobenius group then 
Gy #1 for some hyperbolie line 1. 


Clearly G,, +1 implies that G contains an (l, l!)-homology, say rt. Let m be a 
hyperbolie line through I! and let R be an absolute point on m. If g is the (R, R*)-elation 
nG then g and 7 are in G„ and grp(X) = r!(X) for every absolute point X on m, 
because of the assumed strueture of G„| my. If G,„, = 1, then grp = r, and this 


implies that p(l) = 1. But this is impossible since g is an elation with center R not on |. 
Thus G., + 1 implies G,„, + 1 for each hyperbolic line m through It. Let m be a hyper- 
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bolic line through I! and let Q@ be an ordinary point on m. Then @ < m implies mt < gu 
and we have G,, + 1 implies G,„, + 1, whence G,gu, + 1 and G,, + 1 for every hyper- 
bolic line k through Q. Now suppose that v is a hyperbolic line of P not through I&. There 
are exactly qg, + 1 absolute points on v, and hence v intersects at least one of the hyper- 
bolie lines through I! in an ordinary point (9 — 9 > 90 + 1 since g, > 2). Thus G, #1 
implies G,,, + 1 for all hyperbolic lines v of P. 


Let P be an absolute point of P, and let $S, be a 2-Sylow subgroup of G contained 
in G>. We have G, = 5,C, where C is a cyclic group, for the stabilizer of an absolute 
points in T7,(P) has a normal 2-Sylow subgroup having a complement isomorphie with 
the multiplicative group of F,, and a normal Sylow subgroup has complements. Further- 
more all complements of $S, inG, are conjugate and any element not in 5, is contained 
in some complement. If G is not Frobenius then from the above there will be a homology r 
in G, and we may suppose r€C (it is in some conjugate of C). Let ! be the axis of r; 
since C is abelian we have P, ! and !+ fixed by C. Suppose m is another hyperbolie line 
and C contains an (m, mt)-homology. Then !<m, P<m imply m=I4+P. But 
P<lsol+< P4 and then m = Pt, a contradiction. 





Thus we have a one-to-one correspondence between the hyperbolic lines through P 
and the complements of S,in G,, and we deduce that 5, is transitive on the hyperbolic 
lines through P. If lis a hyperbolic line through P we have | S,,| = 2 so |SP|=2g. 
On the other hand, S, is a group of exponent dividing 4 (the 2-Sylow subgroup of SL{P) 
has exponent 4) and contains just one involution. Hence |$S,|<8, i.e., 25 <8or 
9 = 2, a contradietion. This disposes of the case (1). 


Case (2). In this case ,=9 and e=2. Let 5, be a 3-Sylow subgroup of 
Gp, P= (e_,), then $, is isomorphic to its inverse image in T(V), which, consists of 
transformations represented by matrices of the form 


1 
M(«,c)=| .* 1 (a* = —xaf) 


er: wi 




















with respect to a suitable basis. The group of matrices M(«, c) arising in this way we 
denote by ®. The homomorphism M(«,c)—« of ® into F,, has kernel L of order 3. 
The image W of this homomorphism we regard as an F,-subspace of F,,. Now 


(M(«, a), M(ß,b))= M(0, «*ß — ß*«) 





so p(a,ß) = M(0, «*ß — ß*«) defines an alternate bilinear mapping 9: WxW=»L. 
If 9 is degenerate, there is an « + 0 such that «*ß — ß*« = 0 for all ß. Then f/«EF, 
and |W | < 9. If © is non-degenerate, then | W | = 3*%*, k = 0, 1, or 2. But k = 2 implies 
that $S, has index 3 in the 3-Sylow subgroup of 7(P), giving too many elations in 6. 
Hence |W |< 9 in all cases. 


Now let D be the subgroup of all diagonal matrices 
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representing transformations in the inverse image of G, in T(V). From D(x)M(«,a) D(x”") 
— Mlax/a”, a/xx”) it follows first that zz” = + 1, so that | D | divides 20, and second, 
that for each «€ W, «/z® is also in W. IE |D| >4, there exists D(z) +1 in D with 
z—1.Ifthere is an x #0 in W, the 27 distinet F,-linear combinations of «/x?, «/x, «/x* 
all lie in W, contradicting | W | < 9. Hence W + 0 implies that | D| divides 4, and we 
see that |G| divides either 3-20 10-73 = 600.73 or 3:9-4 10:73 = 1080 - 73. 
It follows that a 73-Sylow subgroup of G must be normal, since none of the numbers 
3k+1,k=1,2,..., divides 600 or 1080. 

Now the 73-Sylow subgroup of G must be a subgroup of a Singer group in GL(P), 
and its normalizer must be contained in the normalizer N of the Singer group, whence 
GsN.But| N | = 3(81? + 81 +1) = 3-9 - 73 from which it follows that |G | = 3:73, 
contrary to the transitivity of G on the 9 + 1 absolute points. 


5. Proof of Theorem 1 in the case d = 3 
The following simple lemma about projective planes will be needed. 


Lemma 2. Let l be a line in a finite desarguesian projective plane n, and let P be a 
point on I. Let X be a group of elations of n with azxis I, such that for each pointQ + P on |, 
X contains the same number h >0 of (Q, l)-elations. Then X contains all (P, l)-elations. 


Proof. Let the order of z beg = p’, p prime. Wehaveh= p®—1withi1<s<sr, 
and hence | X | = g(p®— 1) + p', where p' — 1 is the number of (P, l)-elations in X, 
0<t<r. On the other hand, X is regular on the g? points of x off I, so each X-orbit 
of such points has length | X |, and hence | X | = p*. If R is a point off I, each of the q 
ins R+0,Q on !,Q@=+P., contains at least p— 1 members + R of the X-orbit 
containing R. Hence | X| > g(p—1)+1>g,sox@>r. We have 


p°= gap —1) + Pp'. 
Dividing by q = p" gives 
"aaa au: p' Br 1 + 
and hence t=[r. 


We remark that it can happen that h <g—1. 


If we drop the assumption that x be desarguesian we still have that X is an ele- 
mentary abelian p-group for some prime p, and essentially the same argument as above 
shows that X contains p — 1 > h(P, l)-elations, where p’ is the exact power of p dividing 
the order n of m. 


Also, we need here (and again later in $ 9) a further fact about desarguesian pro- 
jeetive lines which follows easily from Dickson’s discussion of the groups on the pro- 
jeetive line [1, Chapter XII]. Namely 


Lemma 3. A group X of collineations of a desarguesian projective line l of order q, 
which is doubly transitive on the points of I, contains SL(l) unless qg=4. If X<sGLi{l) 
Ihn X2 SL(l) without exception. 


Now we proceed with the proof of Theorem 1 for the case d = 3. We assume that G 
is a group generated by elations in Aut,(P), P = P,(g), at least one for each absolute 
venter. It is required to prove that G = 7,(P), i. e., that G contains all (P, P4)-elations 
in Aut,(P) for every absolute point P. 


Journal für Mathematik. Bd. 218. 24 





182 Higman and MeLaughlin, Rank 3 subgroups of finite sympleetie and unitary groups 


Let P be an absolute point and let ! be a hyperbolie line in Pi. Then Gp,l is 
transitive on the absolute points of l. To see this, let Q be any absolute point of I and 
let 9 be a (Q, Q!)-elation in G. Then 9 €G,,,‚ı, and g induces a permutation of order p 
of the set I, of absolute points of l, with precisely the one fixed point Q; the desired 
transitivity property of G2,.., follows. From this it follows that G, is transitive on 
the absolute points + P of Pt, for, if X, Y are distinet absolute points in Pl, + P, 
there exists an absolute point Z in Pl such that X + Z and Y + Z are hyperbolie lines, 
This implies that G is transitive on the singular pairs of absolute points in P. 


Let Q@ be an absolute point + P on P!, then each point Ronm=P+0 is ab- 
solute and each (AR, R)-elation of P, R + P, induces an (R, m)-elation on P4. Sinee, 
as we have seen above, G, „is transitive on the points + P of m, we may apply Lemma ? 
to the group of elations of P! with axis m contained in G, „| P*, with the result that 
Gp,m induces all possible (P, m)-elations on Pt. 

Now choose a basis {e_s, e_,, €, &} of V with P = (e_,), and denote by ® the 
group of matrices representing with respect to this basis the transformations in the 


inverse image of G in 7,(V). Taking @ = (e,> and Q = (e_,) in order we see that & 
contains a matrix of the form 


3 


and one of the form 
y(t) = 


for each tE F,(t” = t"). We have 


1 
0 1 
es-+s’t oO 0 1 


(z(l), y(s)) = 


The elements ?”s + s’t exhaust the fixed field F, of o unless o = 1 and g is even. With 
this exception, therefore, it has been shown that G contains all (P, P:)-elations in 7,(P). 


Assume now that g is even, and that ö is of symplectic type so that every point is 
absolute. It will suffice to show that for some hyperbolic line I, G,., |12SL(l). For 
then G will contain all (P, P4)-elations for P on l, and G is transitive on the points. We 
assume therefore that this is false. Since G contains a (P, P4)-elation for each P, it follows 
that for each point X on a given hyperbolic line I, G,,ı, | ! contains an elation with center X. 
Hence by Lemma 1, G,.ı, |1 + SL(l) implies that G,., |! is a maximal subgroup of 
SL(l) having order 2(g +1). Bt Gy, 06,=1, ie, G,,.ı, is faithful on l, so 
| Ga, | = 2(g + 1). Similarly |G,, | = 2(g + 1). Now G,., is a normal subgroup of 6, 
and hence since SL(l) is simple (g is not a prime) we must have G, | 1 = G,,ı, | I. There- 
fore G,:G,, = 2(g + 1) so that |G, | = 4(q + 1). 
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Now for each point P, G, is transitive on the points + P of Pt, and from this 
we have that 

(1) G,. is doubly transitive on the points of m for each singular line m, and 

(2) @, has exactly two orbits in its action on the lines of PA. 


From (1) and Lemma 3 we have that qg — 1 divides |G |, and from (2) we have that G 
is transitive on the hyperbolie lines of P. Thus g — 1 divides (g?v,/(g +1))- 4(q + 1)%, 


which is impossible. 
6. Completion of the proof of Theorem I 


We now complete the proof of Theorem 1 by establishing the induction step. We 
assume that d > 3 and that the result is already proved for dimension d — 2. Given an 
absolute point P, let Ä be a non-degenerate linear variety of dimension d — 2 such 
that P< K. For each absolute point X on K, each (X, Xt)-elation of P induces an 
(X, X! n K)-elation of K. This means that if G is a group of collineations of P generated 
by elations in Aut, (P), at least one for each absolute center, then G,.ı, | K contains at 
least one elation in Aut,,„(Ä) for each absolute center in K. Hence by the induction 
assumption, Gun | K=Z T(K). We see that the induction, and hence the proof of 
Theorem 1, will be complete when we have proved 


Lemma 4. Let K be a non-singular linear variety of dimension ez1 in Pand let P 
be an absolute point on K. If G is a subgroup of Ty(P) such that G | K'=1 andG|K is 
the group generated by all( P, (P* n K))-elations of K then contains all(P, P*)-elations ofP. 


Proof. If 5 is a p-Sylow subgroup of G then, since (p, | Ga |) = 1 


SszS|K=G]|K. It follows that the elements of $ are (P, P4)-elations and hence 
that G contains all the (P, P+)-elations. 

It would be interesting to known the collineation groups G of P, d >2, which 
contain at least one elation with center P and one with axis H for each point P and 
each hyperplane #. It is just conceivable that G must contain SL(P) when d is even 
and that G must contain 7,(P), with ö a symplectie polarity of P, when d is odd?). It 
is known that G2S_L(P) for d = 2 [8], and that this conclusion holds for alld > 2 if 
the hypothesis is strengthened to the assumption that G contains a (P, H)-elation for 
each incident point-hyperplane pair (P, H) [9, 3]. 


7. Groups generated by homologies 


We make a slight extension of the usual notion of homology. Let H and K be 
complementary linear varieties in P. If r is a collineation of Pwithr +1butr |H = 
andr| Ä = 1, we say that r is an (H, K)-homology of P. The usual homologies are the 
(H, K)-homologies for which one of H and K is a point. It is easy to see that f d 2 
then any fixed point of r must be either on H or K. 

Theorem 2. Choose e with 0 <e <.d and suppose G is a subgroup of Aut,(P) such 
Ihat for each non-degenerate linear variety K of dimension e, G contains a (K, K*)-homology. 
Then G2 T,(P). 

Proof. When ö is sympleetie our hypothesis can hold only when g is odd and then 


there is exactly one (K, K*)-homology for each K. The conclusion follows from the 
simplieity of 7,(P). 


?) There are, in fact, exceptions: such a group can fix a linear subvariety. Exeluding these, a stronger 
result ran be proved. 


24* 
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For ö unitary we proceed by induction on d. When d = 2 the hypothesis is thatg FF orbi 
contains a (Q, Q4)-homology for each ordinary point Q. If G => T,(P) then by Theorem | E poin 
there is an absolute point P such that G contains no (P, Pt)-elation. Let 74 E subg 
the subgroup of G generated by all (@, Q4)-homologies, where Q is an ordinary point 3 of P 
on Pi. Certainly H=G,. Ifn€H and n fixes the q ordinary points on PL, then „ f 
fixes all the points on P! and by our assumption on P,n = 1. Thus H is faithful in its 
action on the ordinary points of Pt. If Q, R are distinet ordinary points on P! then 
H, #1 but H,nH,„=1, for otherwise we would have n€ H fixing three points on Aut, 
P! and consequently all points on P4. (H is generated by perspectivities.) Thus A isa we] 
Frobenius group on the ordinary points of P! and there will be a normal subgroup $ 
of H with | S | = g. Now S$ is a subgroup of the p-Sylow subgroup of G, and hence $is 
isomorphic with a group of matrices of the form FA 

0 
i fs 
wi. (a* == — x), 
9a) x 1 It w 
Since #(x + $) = dla) + «ß* + H(B), aß* = Pa* or aß’ = Pa’; that is, xß’EF,. 
But then we are leadtog == |S|< g,- This contradietion shows that G contains a ofle 
(P, P!)-elation for each absolute point P and hence that G 2 T,(P). % > 

Suppose now that d > 2. By symmetry we may assume that e < d— 1. Choose ann 
a non-degenerate hyperplane H and K = H with K non-degenerate of dimension e. Since w 
K=sH, H!sK! and Gy, =G,„. Thus if r is a (X, Kt)-homology then r|H isa 
(K, Kt rn H)-homology of H and by induction G,.ı | HZ T(H). But then using Lemma 4 
we see that G2 T(P). (Every absolute point is on some non-degenerate hyperplane.) have 

al: 
8. Transitivity in the unitary plane 

In the case of a unitary plane P, Aut,(P) and its subgroup 7 (P) are doubly transitive 
on the absolute points. Using the case d = 2 of Theorem 1 it is easy to see that any Sine 
subgroup of Aut,(P) which is doubly transitive on the absolute points necessarily contains poin 
T(P). In fact it is only necessary to assume transitivity on certain flags in P, namely 

Theorem 3. Let ö be a unitary polarity of the plane P=P,(g). A subgroup G of 
Aut,(P) transitive on the flags consisting of an absolute point P and a hyperbolic line | Since 
through P must contain T(P). Gpi 

Proof. By Theorem 1 we need only show that G contains an elation in Aut;(P). ” 
Assume that G contains no such elation. Then as in the proof of Theorem 2, a p-Sylow f" 
subgroup S of Gr T(P), P an absolute point, must have order < g,. On the other hyp 
hand, the assumed transitivity of G implies that the number g5(g5 + 1) of the flags in 
question divides | G |. It follows that g, dividesG:G rn T(P) =GT(P): T(P), and hence and 
that g, divides Aut(V): T(V) = 2r(g, — 1). Thus p’ divides 2r and we must have p =. 

It follows that $ = 1, otherwise $ contains an involution and then G contains an elation. 
Hence 2% | 2r, which is impossible. Zu 
ii G 
9. Rank 3 subgroups of Aut,(P) pair 

As we remarked in $ 1, for d> 3, Aut,(P) has rank 3 as a group of permutations Gr: 
of the absolute points of P. That is, Aut,(P) is faithfully represented as a group of per- . 


mutations of the absolute points of P, and the stabilizer of an absolute point has precisely3 
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orbits of absolute points; these are {P}, the absolute points on P!, and the absolute 
points off P4. Moreover, the subgroup T7,(P) also has rank 3. To say that G is a rank 3 
subgroup of Aut,(P), d> 3, is equivalent to saying that G is a group of collineations 
of P which 

(1) permutes the singular pairs of absolute points transitively, and 

(2) permutes the hyperbolic pairs of absolute points transitively. 


We begin here to study the problem of determining the rank 3 subgroups of 
Auts(P). Analoguous to Wagner’s result [9] for doubly transitive collineation groups 
we prove 


Theorem 4. Let ö be a polarity of symplectic or unitary type of the projective space 
P= P,(g) of dimension d > 3 over F,. A normal subgroup N +1 of a rank 3 subgroup G 
of Auts(P) again has rank 3, provided that q, > 4, where 9, = q or q according as Ö is 
of symplectic or unitary type. 


We do not know if the restriction on g,, needed for the proof, is actually necessary. 
It will be seen that if we assume that G=GL(P), then q, > 3 suffices in Theorem 4. 


To facilitate the exposition we divide up the proof of Theorem 4 into a number 
of lemmas. It is assumed throughout that G is a rank 3 subgroup of Aut,(P), d> 3 and 
9 > 4. Frequent use is made of the table in $ 3. It will be clear that several of the steps 
become simpler or can be omitted altogether if the symplectic case alone is considered. 
We begin by establishing some needed properties of G. 


Lemma 5. G is primitive on the set of absolute points of P. 


Proof. This follows very easily from the fact that a system of imprimitivity would 
have to contain together with each of its points P either all absolute points on P! or 
all absolute points off PA. 


Lemma 6. For each absolute point P, G, is transitive on the hyperbolic lines in PA. 


Proof. Let € be a G,-orbit of hyperbolic lines in Pi and let n be a member of C. 
Since G is a rank 3 subgroup of Aut,(P), it follows that G is transitive on the », absolute 
points and on the g”"24/(gu + 1) hyperbolic lines of P. Hence 


G:G6, = vu, and 6:6, = !u/(@ + 1)- 


Since (q, %,) = 1 it follows that g°”" divides G,:G7„, i. e., that g°' divides | C |. Since 
G, is transitive on the absolute points + P of Pi, each of these gv, , points contains 
the same number of members of C', whence gv,_s/(g, + 1) divides | C |. It follows that 
fo,_/(g0 + 1) divides | C |, which gives the result since this is the total number of 
hyperbolie lines in 4. 


Lemma 7. For each absolute point P and each hyperbolic line n in Pl, G,:Gp „= Uu_a 
and G,„|n2 T(n). 


Proof. By Lemma 6, 62:67, = '"v,_e/(g0 + 1) and hence G,:G, „= Uu- 

To show that G,„|n= T(n) it suffices by Lemma 3 to show that G,, is 
doubly transitive on the absolute points of n. Here we use the assumption that g, #4; 
iGsGL(P), no restrietion on g, is needed at this point. Let @, R be a hyperbolie 
pair of absolute points on n. The assumption that G is of rank 3 gives at once that 
6:62 9 = 9%, 5:6, = +1 and G,o: C,or = %- Writing 2 = Gp9: Gpng 
ad y=G,,:Gp,.,g we have zgu, s = ya’ vao/(Qo + 1), or (9 + 1) = yg"”. Since 
ySg+ 1, this gvs y= +1. 
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Now write u=G, „0: Gpg,n and 3=G,o,r: Gp,g,n, then uyv, s = 29,(9 + ) 
Or UV, 5 = 29,- Since u S g,, we have u = g, and hence the desired double transitivity 
of Gp.- 





Lemma 8. For each absolute point P, G, is transitive on the ordinary points of Pi 





Proof. For each hyperbolic line n in Pi, G,„ is transitive on the ordinary points 
of n by Lemma 7. Since every ordinary point of Pt is on some hyperbolie line in Pl 
the result follows by Lemma 6. 






Now we assume given a normal subgroup N + 1 0f G, and proceed to show that N 
has rank 3. Repeated use is made of the fact that the orbits of a normal subgroup of a 
transitive permutation group are of equal length. We also use the simplieity of 7(n) for 
hyperbolic lines n, which holds for g, >3. 









An immediate consequence of Lemma 5 is 





Lemma 9. N is transitive on the absolute points of P. 





Next we prove 





Lemma 10. If Pıis an absolute point and n a hyperbolic line in Pt, then N.„|n=2 T(n). 





Proof. Since G is transitive on the hyperbolic lines, the number of hyperbolie 
lines in an N-orbit divides the total number of hyperbolie lines, i. e., N: N, divides 
g’'va/(go + 1) for any hyperbolie line !. Since N is transitive on the absolute points, 
each absolute point contains the same number A of hyperbolic lines of an N-orbit, hen 
Ava=(g+1)(N:N)). Hence A divides g’"', so A= p! for some t and N: N, = pfuu/ (+1). 

To show that N, | 12 T({l) it suffices by Lemma 7 to show that N, | = 1. Suppose 
that N, |1= 1 so that N, fixes every absolute point of I. It follows that for any absolute 
point X on /1, N,2N,, and hence that v,= N: N, divides N: N,, which is impossible 
in view of the above formula for N: N.. 










By Lemma 7 again, we have only to show that N,,„|n =+ 1, where P is an absolute 
point and n a hyperbolic line in Pt. Since N: N„=r,and N:N, = p'v,/(g, + 1), we 
have that N,:N,„= px and N,:N,„= (9% + 1) x for some x. NowN,: N ,„ divides 
G,:Gp,, since the G,-orbit of absolute points containing P is a union of N,„-orbits of 
equal length. But by Lemma 7, G,:G,, = t4_s, SO x(g, + 1) divides v, , and therefore 
(z, p) = 1. Consequently p‘ is the exact power of p dividing N: N,,- 







If Q, R is a hyperbolie pair of absolute points on n, then N,: Nr = 94 + 1) 
since we have proved that N,|rn= T(n). Hence q,p' divides N: N,.,r, and therefore 
g. divides N, ,: N p.0,r, Proving that N, „|r + 1. This completes the proof of Lemma 10. 






Now it is easy to see that N is transitive on the singular pairs of absolute points, i. e., 





Lemma 11. For each absolute point P, N, is transitive on the absolute poinis 
+=Pon Pı. 





Proof. if Q and R are absolute points + P on Pt, there exists an absolute point T 


on P! such that @ + T and T + R are hyperbolic. The result therefore follows at once 
from Lemma 10. 









In exactly the same way it is seen that Lemma 10 implies 





Lemma 12. For each absolute point P, N, is transitive on the ordinary points on P.. 


Now we can complete the proof of Theorem 4 by proving that N is transitive on 
the hyperbolice pairs of absolute points, i. e., 
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Lemma 13. For each absolute point P, N, is transitive on the absolute points off P+. 


Proof. By Lemma 10 it will suffice to prove that N, is transitive on the hyperboliec 
lines through P. By Lemmas 11 and 12 there are exactly 2 or 3 N „-orbits of points on Pt 
according as P is sympleetic or unitary, namely, one orbit consisting of P alone, one 
consisting of absolute points on Pi, and one, which is vacuous when P is symplectic, 
consisting of the ordinary points on P4, Hence there are precisely 2 or 3 N „-orbits of 
hyperplanes of Pt. One of these orbits consists of the non-degenerate hyperplanes of Pt, 
i. e., the hyperplanes !!, where l is a hyperbolic line through ? (the others are: the hyper- 
planes m! where m is a totally singular line through P, and the hyperplanes Xt n Pı 
where X is an ordinary point on Pt). In particular, therefore, N, is transitive on the 
non-degenerate hyperplanes of P4, and hence on the hyperbolic lines through P. 


10. Rank 3 subgroups of T,(P) 


We turn finally to the question of when T7,(P) is a minimal rank 3 subgroup of 
Auts(P). The following theorem provides an answer in some special cases. 


Theorem 5. Let ö be a polarity of symplectic or unitary type of the projective space 
P=P,(g) over F, and suppose 3<d<sT7. IfG is a rank 3 subgroup of T,(P) then 
G=Ty(P) with the possible exception of ö symplectic and q even. 


Remarks. 1. The only case in which we actually know of a proper rank 3 subgroup 
ot T(P) is that of A, acting on P,(2). 


2. Although we will not give the details, the possible exception with ö symplectic, 
d=5, g=2 does not exist. 


3. Mitchell [6] has determined the maximal subgroups of T(P) when ö is symplectiec, 
d=3,and q is odd. An examination of his list of these subgroups provides an alternative 
proof of the theorem in this case. 


4. In the proof of the theorem for the case d = 7 we will use the following: 


Let T,(V) be as in $2 with the dimension of V=n>3 and let 4: T,(V)>V 
be a derivation. If o = 1 and g is odd then A is inner. If o #1 then A is inner unless 
9=2andn=4. 


The proof is not given here because it is our intention to treat this together with 
certain analogous questions in another place. 


Proof of Theorem 5. We suppose we are not in one of the exceptional situations 
and that G is properly contained in 7,(P). Using Theorems 1 and 2 we conclude that G 
contains neither elations nor (l, !!)-homologies for hyperbolic lines !. Thus G,71, = 1 for 
each absolute point P and G,, NG, = 1 for each hyperbolic line 1. 

Sinee &,|1l,2 SL(l,) there are just three possibilities for X = G,u | bh: (1) 
X2SL(l,), (2) X is sharply transitive on l,, or (3) X =1. Now (1) implies that G 
contains a (P, P!)-elation for any absolute point P on l and (2) implies that G,., is a 
tharacteristic subgroup of 7(P),ı, and consequently that G contains a subgroup +1 
which is normal in 7,(P). Since 7,(P) is a simple group, we must have (3); that is, 
G1=G,, and therefore G,., = 1. 


Since the numbers of hyperbolic lines and totally singular lines through an abso- 
lite point are relatively prime we have, for each absolute point P on a hyperbolie 
ine /, that G p,ı 18 transitive on the totally singular lines through P. From this it follows 
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that G,,, is transitive on the absolute points of It. If Q is an absolute point on lt and Ri; P 
a second absolute point on /, the above remark together with the double transitivity F 


of G, on I, yields the adjoining index diagram. 


Thus we have G,:G9,9 = Va Or u, 


PR 1 lie G,. = 1 for all hyperbolic lines I,d >3. 


nt We note that since 
Gpi ER > G Gr:6,= FT, of | IE. 


\ PA Using the notation introduced in $2, 6, 

# is represented by a group &, of (d + 1)-rowed 

matries M = M(a, A,&,c). We will take 

“Ggur Il = (e_„, 12. Those members of ®, with 

“ a=1 and A=1 form a normal subgroup U 

ww and since G is elation free the members of U 

Sa, % must have the form M(1,1,£,Q(£)). Thus w 

(9 — 1 /e N may identify U with a subgroup of K*"!(K=F) 

and the function @ must satisfy the identity 

r E+ N) =) + Om) —EIu_,n“. Thus foral 

a N (o— If &,nEU we have £J, ‚n"=nJ,_1&”. On the other 

hand J,, + J2,= 0 and hence |U | < g*"*., 

(Recall that for o = 1 we are supposing g is odd.) 

We remark that this bound for | U | depends 

qm only on the assumptions that G is elation free 
and that g is odd if ö is sympleetic. 


Sn 


where e and lor2ande<sf. u ' . 
el Sud 2 © 2.27 Now we use the fact that G, , is transitive 


on the absolute points of !#. This tells us that 
the group of (d — 1)-rowed matrices A which occur in the M(a, A,&,c) of &, must be 
transitive on the lines (&) of K*"' for which £J,_,£" = 0. On the other hand if £€U 
and A is such a matrix then EA€EU. Hence U=0, or U=1 as a subgroup of 6). 


Let 4 be the full group of (d — 1)-rowed matrices A for which AJ,, 4" = J,, 
and let W’ be the unimodular subgroup of W. We have the homomorphism h: 6, > 
givenbyhM(a, A,&c)=A.IfM = M(a,1,&,c)€E Kerhanda +1,then M represents 
a collineation fixing pointwise the polar of some hyperbolic line, which is contrary t 


our assumptions. Thus Kerk= U = 1, and consequently q,9°" < | Im (A) |,. From 
(d-1)(d-2) 


the known order of the group A we see that u" <w in case o +1 and 
(d-ıy 


g’<g * incase o=1. These inequalities imply that d> 7 so we now assume that d=|7. 
Suppose Im (kR)=W’, then A-!(X’) will consist of matricees M = M(a(A), A, &(A), c(4)) 
where A ranges over W'. Since det A = 1 we must have a(A) = (a(A))’ and hen 
a(A) = 1 when g = 2. When g, > 2, W' has only the trivial homomorphic image in 
K*(d—1>3) and so in all cases a(A) =1. But then A>£(A) is a derivation from W 
into K®, i. e., &{AB) = &(A) B+ &(B); and it can be shown (see Remark 4 above) that 
in any of the cases confronting us here all such derivations are inner. The fact that 
is inner contradicts our assumption that G is elation-free and therefore we may suppos# 
that Im (A) => W’. Then using Theorem 1 again we may suppose that Im (k) contains no 
matrices representing transvections. Now applying the previously obtained bound 


In particular G,, + 1 and consequently, sine F 
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|U| to the group Im (h) we see that 
|Im (A) |» Q°S, 


where 5, is the order of a p-Sylow subgroup of the group of 4-rowed matrices X for which 
xJ,X*"=J,. But |G „= |6G>, |, = | Im (Rh) |, and consequently g,9° < g°S,. Using 
the known value of S, we contradiet d = 17. 
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Starke Approximation in algebraischen Gruppen. I 







Von :Martin Kneser in Göttingen!) 





1. Einleitung 





Die folgenden Bezeichnungen gelten für die ganze Arbeit: 





k ein algebraischer Zahlkörper, 
D der Ring der ganzen Zahlen aus k, 
A= A, der Adelring von k ([24], Chap. I), 







G eine über k definierte lineare algebraische Gruppe; wir wählen ein Koordinater- 
system fest aus; die Koordinaten von Produkt und Inversen sind dann Polynom: 






in den Ausgangskoordinaten mit gewissen Koeffizienten; ist AR einer der vor- 
kommenden Ringe, der alle diese Koeffizienten enthält, so sei 


Gr die Gruppe der Elemente aus G mit Koordinaten in AR, insbesondere 
G4 die Adelgruppe zu G ([24], Chap. I) und 






Gr die Gruppe der über k rationalen Elemente aus G, die wir mittels der Einbettung 
für 6 





von k in A mit den Hauptadelen in G, identifizieren; 
® eine Stelle von k, d.h. eine Klasse äquivalenter nichttrivialer Bewertungen, 


k, die vollständige Hülle von k bezüglich v; ist v endlich, d. h. die zugehörige Be 
wertung nichtarchimedisch, so sei 








D, der Ring der ganzen Elemente aus k,, 
p, das zugehörige Primideal; 
S eine endliche Menge von Stellen von k; 





G= u G, ; die Elemente dieser Gruppe identifizieren wir mit denjenigen Adelen au 
vE v 





G,, deren v-Komponenten 1 sind für v$S. 





Ziel dieser Arbeit ist es, Bedingungen dafür aufzustellen, daß G,G, in G, dicht 
liegt. Anders ausgedrückt: Ist a€G, und U eine Umgebung von a, so soll stets 


(1.4) G,n UG, +9 


sein. Ist a = (a,) und U Produkt der Umgebungen U, von a, inG, mit U, = 6, für 
fast alle v, so fordert (1. 1) die Existenz eines z€G,, das unendlich vielen Bedingungen 
für die sämtlichen v $ S genügt. Wenn $ alle unendlichen Stellen von k enthält, so können 
wir uns die endlich vielen von G,, verschiedenen U, durch Kongruenzen modulo Potenzen 













\) Fertiggestellt während eines Aufenthaltes am Institute for Advanced Study, Princeton, mit Unter 
stützung durch das Air Force Office of Scientific Research unter Grant AF-AFOSR-62-124. 
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der p, beschrieben denken. Unser Problem ist dann also gleichdedeutend mit der Frage, 
ob für beliebig vorgegebene Stellen ,$S (i=1,...,n), Elemente a,€G, und Expo- 
nenten t, die Forderungen 


(1. 2) x = a, mod p" (0 = 0,,..0,) 


(1.3) EG, (ES, vFU,..,0,) 


gleichzeitig durch ein Element x aus G, erfüllt werden können; dabei sind die Kongruenzen 
(1.2) koordinatenweise zu verstehen. Ist das der Fall (bzw. gilt (1. 1), wenn $ nicht alle 


| unendlichen Stellen enthält), so sagen wir, G gestatte starke Approximation bezüglich $ 


(im Gegensatz zur schwachen Approximation, bei der die Forderungen (1. 3) wegfallen; 


vgl. dazu [14]). 


In dieser oder ähnlicher Form ist das Problem schon für eine ganze Reihe von 
Gruppen behandelt und auf zahlentheoretische Fragen angewandt worden [6, 7, 8, 12, 
16, 21]. Wir wollen hier eine möglichst genaue Übersicht über die in Frage kommenden 
Gruppen gewinnen. Zunächst beweisen wir in $ 2 den in [13] angekündigten 


Satz 1. Ist G # {fl}, und gestattet G starke Approximation bezüglich S, so ist 
(1.4) G, nicht kompakt, 

(1.5) G einfach zusammenhängend?). 

Insbesondere gilt: 

(1. 6) Das Radikal N von G ist unipotent; 


(1.7) G/N ist direktes Produkt k-fast-einfacher Gruppen), 
die selbst starke Approximation bezüglich S gestatten. 


Da man leicht einsieht, daß unter der Voraussetzung (1. 6) starke Approximation 
für @ gleichbedeutend ist mit der für G/N (Hilfssatz 2.4) und für ein Produkt mit der 
für die einzelnen Faktoren (Hilfssatz 2. 3), so reduziert sich unsere Aufgabe darauf, für 
möglichst viele einfach zusammenhängende k-fast-einfache Gruppen G nachzuweisen, daß 
die Bedingung (1. 4) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist; ist dies Fall, so 
sagen wir, für G gelte der starke Approximationssatz. Im Beweis kann man sich dabei 
sogar auf (absolut)fast-einfache Gruppen?) beschränken (Hilfssatz 2. 5). Hauptergebnis 
dieser Arbeit ist (vgl. [15]) 


Satz 2. Der starke Approximationssatz gilt für alle einfach zusammenhängenden 
k-fast-einfachen klassischen Gruppen (im Sinne von [24, 25]; das sind Gruppen, die isogen 
zu Automorphismengruppen halbeinfacher Algebren mit Involution sind; oder auch: Gruppen 
vom Typ An, Bn, Cn oder D„, mit Ausnahme gewisser Gruppen vom Typ D,). 


Für die Normeinsgruppe einer einfachen Algebra oder, mit anderen Worten, für 
die spezielle lineare Gruppe über einem Schiefkörper endlichen Ranges über k, stammt 
der Satz von Eichler [6], und die Beweise für andere Gruppen [7, 12, 16, 21] stützen sich 
auf diesen Fall, indem die Existenz von Untergruppen benützt wird, die isomorph zu 
Normeinsgruppen von Quaternionenalgebren sind. Im vorliegenden ersten Teil der Arbeit 
wird gezeigt, daß man auf diese Weise fast alle klassischen Gruppen behandeln kann. Nur 
beim Typ A„(n > 2) treten Ausnahmen auf: Hier bekommt man zwar außer den Norm- 


?) Im Sinne der algebraischen Gruppen; vgl. den Anhang $ 7. 
®) Wegen der Definition dieser Begriffe vgl. den Anhang. 





ine, 
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einsgruppen noch die unitären Gruppen über kommutativen Erweiterungen von k; aber 
bei unitären Gruppen hermitescher Formen über einem Schiefkörper mit einer Involution 
zweiter Art finden sich keine geeigneten Untergruppen, falls die Form die Null nicht 
darstellt. Das ist in $5 ausgeführt. Vorher wird aber noch in $$ 3,4 der Eichlersch: 
Beweis in die Sprache der Adele übertragen, und zwar aus zwei Gründen. Erstens ergeben 
sich eine Reihe von Vereinfachungen, und es erscheint mir nicht überflüssig, für diesen 
wichtigen Spezialfall einen möglichst einfachen Beweis zu haben (der Eichlersche Beweis 
zieht sich über zwei Veröffentlichungen hin). Zweitens habe ich den Beweis so um- 
gearbeitet, daß er sich auf andere algebraische Gruppen übertragen läßt. Das soll im 
zweiten Teil der Arbeit geschehen, wo dann u. a. auch die oben ausgeschlossenen Gruppen 
vom Typ A„ behandelt werden. Genauer wird dort der Approximationssatz für die- 
jenigen Typen einfach zusammenhängender Gruppen bewiesen, für die das Hasse-Prinzip 
für die eindimensionale Galois-Kohomologie gilt, für die also die kanonische Abbildung 
H!(k,G) > II H‘(k,,G) injektiv ist (vgl. [15], Satz 4 und [20]). Das ist jedenfalls für alle 


einfach zusammenhängenden klassischen Gruppen der Fall. Dieser allgemeinere Beweis 
ist allerdings in den Einzelheiten erheblich komplizierter und erfordert naturgemäß die 
Heranziehung der Strukturtheorie linearer algebraischer Gruppen. Demgegenüber werden 
im ersten Teil möglichst wenig solche Hilfsmittel benützt. 















In $6 wird kurz auf nicht einfach zusammenhängende reduktive Gruppen und 
die Bestimmung von Klassenzahlen eingegangen. In $ 7 schließlich sind einige einfache 
Tatsachen über einfach zusammenhängende Gruppen zusammengestellt, die ich in der 
Literatur nicht finden konnte. 










2. Reduktion auf den Fall fast-einfacher Gruppen 





Wir beweisen Satz 1 und zeigen nacheinander, daß starke Approximation sicher 
nicht statthat, wenn G, kompakt ist, wenn G nicht zusammenhängend ist, und schließlich, 
wenn G eine echte Überlagerung gestattet. Zunächst zwei Hilfssätze: 






Hilfssatz 2.1. Ist H eine von G verschiedene über k definierte Untergruppe von 6, 
so ist H,, "G,, # C,, für unendlich viele v. 





Beweis. K sei eine endlich algebraische Erweiterung von k und x ein Punkt aus 6,, 
der nicht in H liegt. Es gibt unendlich viele Primideale p, von k, die in K voll zerlegt 
sind; für diese gibt es k-Isomorphismen , von K in k,; dann liegt 9,(x) in G,, und für 
fast alle v sogar in G, , aber nicht in H, . 






Hilfssatz 2.2. Sind F und G zusammenhängend, und ist f: F>G eine über k defi- 
nierte echte Überlagerung, so ist f{F,,) # Co, für unendlich viele v. 






Beweis. E sei der Kern von f, E”, F®, G” die für fast alle vo wohldefinierten, 
durch Reduktion modulo p, aus E, F,G entstehenden algebraischen Gruppen über dem 
Restklassenkörper k'” = o,/p,. Mit Ausnahme von endlich vielen v sind F und 6" 
zusammenhängend, die exakte Folge 0>E>F+G-0 geht in eine exakte Folge 


0 > E9 > FO co 0 über, und man bekommt alle Punkte aus G{., durch Reduktion 
modulo p, von Punkten aus G,, (s. z.B. [24], pp. 17—22). Also ist f'” eine Isogenie, 
und daher haben F“}, und G\}, gleich viele Elemente [17]. Andererseits sind die endlich 
vielen Elemente aus E rational über einer endlich algebraischen Erweiterung K von k, 
also auch über k, für unendlich viele v wie im Beweis zu Hilfssatz 2. 1, und sie sind in 
E,, und inkongruent modulo p, für fast alle diese v. Dann folgt aber fO(R“ 2) + Ch, 
also f(F, ) +6,- 
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Nun sei G, kompakt, die Projektion p, von G, auf G,/G, also eigentlich. Da G, 
diskret in G, ist, gilt dasselbe von p,(G,) in p,(G,). Wegen @ + {1} und Hilfssatz 2. 1 
(mit H = {1}) ist Ps(@ ‚) nicht diskret, also p,(G,) nicht dicht in p,(G,) und daher auch 
6,6, nicht dicht in G,. 

Ist zweitens G unzusammenhängend, G° die Zusammenhangskomponente der Eins, 
so gibt es nach Hilfssatz 2.1 ein v €S mit G,, + GL, Ein Adel, dessen v»-Komponente 
nicht in G;, liegt, dessen andere Komponenten aber alle 1 sind, ist sicher kein Häufungs- 
punkt von G,G, (man sieht, daß noch nicht einmal der schwache Approximationssatz gilt). 

Gibt es schließlich eine echte über k definierte Überlagerung f: F>G, so beachten 
wir, daß die starke Approximation bezüglich 5 die bezüglich jeder größeren Menge nach 
sich zieht. Wir können also ohne Einschränkung annehmen, daß 5 alle unendlichen 
Stellen und alle diejenigen endlichen v enthält, für die F,, oder G,, keine Gruppe oder 
f(F,) nicht in G,, enthalten ist. Mit A(S) BE k, o, und 0($)=krnA(S$) ist dann 


€: 
(Gun: f{Fas] endlich ([1], 8. 12 oder [10], Thm. 3). Außerdem ist 
ft Fs) G, < ft F ıs)) G5 FF us) G5 ve II 6%. 


für jede endliche zu 5 fremde Menge T von Primstellen, und die letzte Gruppe ist offen in 
G,. Wenn also G,G, in G, dicht liegt, so auch G,,9@s = 6,65 NG 9 IN G x), und es folgt 


2.1) [Cas:fF is) Ge 6] S [Gu9@s: fFas) @s] S [Gas : Fas)]- 


Andererseits ist 
[Cs :f(F us) @s „Il „6o.] = II(6,, - f{F, )]; 


und dieser Index kann nach Hilfssatz 2.2 durch geeignete Wahl von 7 beliebig groß 
gemacht werden, im Widerspruch zu (2. 1). 


Wenn also G starke Approximation bezüglich $ gestattet, so ist G zusammen- 
hängend und hat keine über k definierte echte Überlagerung. Nach dem im Anhang 
bewiesenen Hilfssatz 7. 3 ist G dann einfach zusammenhängend, und es gilt (1. 6); die 
Behauptung (1.7) folgt schließlich aus Hilfssatz 7.4 und den beiden folgenden, von 
denen der erste trivial ist. 


Hilfssatz 2.3. Ein Produkt endlich vieler Gruppen gestattet genau dann starke 
Approximation bezüglich S, wenn dies für jeden einzelnen Faktor gilt. 


Hilfssatz 2.4. /st N ein unipotenter Normalteiler von G, so gilt der starke Approxi- 
mationssatz für G genau dann, wenn er für G|N gilt. 


Beweis. Durch Induktion nach dim N kann man den Beweis auf den Fall zurück- 
führen, daß N die additive Gruppe eines Vektorraumes ist, so daß also für N der 


Approximationssatz gilt (s. z. B. [11], p. 351). Setzen wir G/N = H, so hat man folgendes 
Diagramm 


0>N,N,>G,65> H,Hs>0 
y y y 


0>N, —6G, —>H, —, 


in dem die Zeilen exakt sind; die Abbildung G, > H, ist offen, daG — H lokale Schnitt- 
Nächen besitzt ([24], Thm. 2. 4. 2). Gilt nun der Approximationssatz für H, so sind gerade 
die Voraussetzungen von 3.1 in [14] erfüllt, und es folgt der Approximationssatz für G. 
Für den ganz analogen Schluß in der umgekehrten Richtung braucht man sogar nur die 
vier rechten Glieder des Diagramms. 
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Wegen Satz 1 brauchen wir im folgenden nur noch k-fast-einfache einfach n. 
sammenhängende Gruppen G zu betrachten. Nach Hilfssatz 7.5 entsteht G aus eine 
fast-einfachen Gruppe H über einem Oberkörper ! durch Restriktion des Grundkörper 


([24], $ 1. 3). Der folgende Hilfssatz zeigt, daß wir statt G über k auch H über ! betrachten 
können. 


Hilfssatz 2.5. Entsteht G aus H durch Restriktion des Grundkörpers von | nach k 
und besteht T aus allen Fortsetzungen der Bewertungen aus 5 auf |, so gilt starke Approsi. 
mation für G, S über k genau dann, wenn sie für H, T über | gilt; G, ist genau dann kompakı, 
wenn H,„ es ist. 


Beweis. Der kanonische Isomorphismus von G,, mit H,, führt G,, G, in H,„,H, 
über ([24]; $ 1.3). 

















3. Die Normeinsgruppe einer einfachen Algebra 





In diesem Abschnitt sei B eine über k definierte einfache Algebra der Dimen- 
sion n? mit dem Grundkörper als Zentrum, N(x) die reduzierte Norm von z€ B und 
= {re B|N(e) = 1}. Wir wollen den starken Approximationssatz für G beweisen, 
Um den Grundgedanken, der ebenso wie manche Einzelheiten dem Eichlerschen Beweis 
[6] entnommen ist, besser hervortreten zu lassen, sind die Beweise einiger Hilfssätze auf 
den nächsten Abschnitt verschoben. Sie finden sich teilweise in ähnlicher Form schon 
in [6], teilweise sind sie sicher bekannt und hier nur der Vollständigkeit halber auf- 
genommen. 


Wir betrachten zu einem Element x aus G das Hauptpolynom 
n—1 

P,(X)=X"-+ Ya,(a) X' + (—1)*, 
i=1 


bezeichnen mit p die Abbildung x — (a,(z)) von G in den (n — 1)-dimensionalen Vektor- 
raum E. Für diesen haben ähnlich wie für G die Bezeichnungen E,,E,, E,,, Es einen 
Sinn. Außerdem bezeichnen wir mit p,, p, die zugehörigen Abbildungen von G,, G,, in 
E,, E,.- Wir nennen ein Element x€G bzw. ein Polynom P regulär, wenn P, bzw. P 
keine mehrfachen Nullstellen hat. Die Regularität eines Elementes x€G, wird durch 
das Nichtverschwinden der Diskriminante von P,, also einer holomorphen Funktion 
f(x) beschrieben. Ist a, € G;, so läßt sich f in einer Umgebung von a, in eine nicht iden- 
tisch verschwindende v-adische konvergente Potenzreihe in lokalen Uniformisierenden 
entwickeln. Nach dem Identitätssatz für Potenzreihen liegen also die regulären Elemente 
dicht in G,. 

Um nun den Approximationssatz für G zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß jedes 
Element a = (a,) aus G, mit nur einer von 1 verschiedenen Komponente a,, Häufungs- 
punkt von G,G, ist, da die endlichen Produkte solcher Elemente in G, dicht liegen. 
Nach dem eben Bewiesenen können wir zudem a,, regulär voraussetzen. Sei also U 
eine Umgebung von a. Ohne Einschränkung können wir U als Produkt v-adischer 
Umgebungen U, von a, annehmen, mit U, = G,, für fast alle v, und U,, so klein, dab 
nur reguläre Elemente darin liegen. Wir haben dann nachzuweisen, daß G, n UG,; #9 
ist. Das geschieht über die Zwischenbehauptungen (3.1) bis (3.5). Die erste, 


(3. 1) E,r (p,(U) + E;) +9, 


ist eine Folge des Approximationssatzes für die affine Gerade ([11], p. 351), sobald fest- 
steht, daß p,(U) innere Punkte von E, enthält. Dazu ist zu zeigen, daß p,(U,) innere 
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Punkte hat und daß Z,, in p,(U,) liegt für fast alle v. Da U, innere Punkte und daher 
reguläre Elemente enthält und U,=G,, ist für fast alle v, sind also folgende beide 
Hilfssätze zu beweisen. 


Hilfssatz 3.1. Sei b ein reguläres Element aus G, , H, = 6G,, " k,[b] (das ist der 
| Zentralisator von b in G, ), V eine Umgebung von b in H,. Dann ist p,(V) eine Umgebung 
| von p,(b) in Ey - 

Hilfssatz 3.2. Für fast alle v ist p,(G,) = E,.- 

Die Beweise folgen in $ 4. 

Im nächsten Schritt verschärfen wir (3.1) zu 


(3. 2) Er pu(lUG,) #9. 


Nach Voraussetzung gibt es ein vES, etwa v=v,, für welches G, nicht kompakt ist. 
Da die Behauptung durch Verkleinerung von $ verschärft wird, können wir ohne Ein- 
schränkung S = {v,} annehmen. Die Aussage (3. 1) gilt natürlich auch für dieses neue S. 
Es sei also P€E E, ein innerer Punkt von p,(U) + E,. Weiter sei Q(X) = Sb, X' aus 

i=1 

k[X], e eine natürliche Zahl und t ein Element aus k. Dann liegt auch P+!’Q in 
E,n(p,(U) + Ey), falls folgende beide Bedingungen erfüllt sind: |t|,<1 für alle 
endlichen Stellen v + v,, für die E, = p,(U,) und |5, | <1 (i=1,...,n—1) ist; und 
|t], ist hinreichend klein für die endlich vielen anderen Stellen v + v,. Solche Elemente 
{+0 gibt es ([11], p. 351), und wegen der Produktformel kann dabei | t |,, beliebig groß 
gemacht werden. Daß bei geeigneter Wahl von Q dann P + Q sogar in E,n p,(UG,) 
liegt, folgt (mit v = v,) aus dem 


n—1 
Hilfssatz 3.3. /st G, nicht kompakt, so gibt es ein Q(X) = Yb,X' aus k[X], eine 
e i=1 


natürliche Zahl e und zu jedem P€ E, eine Zahl N= N(P) derart, daß P+rQ in P,(Gr,) 
liegt für jedes t€Ek, mit |t|, >N. 


Beweis in $ A. 
(3. 3) Pa(G) On PılUG;) #9. 


Liegt nämlich das Polynom P in E,np,(UG,), so ist es wegen der über U,, ge- 
machten Annahme regulär; außerdem liegt es für jedes v in p,(G, ), also nach dem folgen- 
den Hilfssatz auch in p,(G,)- 


Hilfssatz 3. 4*). Ein reguläres Polynom aus k[X] ist genau dann Hauptpolynom 
eines Elementes aus G,, wenn es für jede Stelle v Hauptpolynom eines Elementes aus G,, ist. 

Beweis in $ 4. 

Für das Weitere bezeichnen wir mit H die multiplikative Gruppe von B und setzen 
?=r!zt für x€G, t€H. Wir benötigen den 

Hilfssatz 3. 5*). (k ein beliebiger Körper.) Sind x,y reguläre Elemente aus G, mit 
Plz) = p(y), so gibt es ein t€ H; mit x! =y. 

Beweis in $ 4. 


(3. 4) GHiNUG, +9. 


*) Die Hilfssätze 3. 4, 3.5 und 4. 1 sind für irreduzible Polynome natürlich wohlbekannt, und die Beweise 


für den allgemeinen Fall werden mit denselben Hilfsmitteln geführt; ich habe sie aber in der Literatur nicht 
gefunden. 
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Nach (3. 3) gibt es nämlich ein z€G, und ein y= (y,)€ UG, mit p,(x) = p,(y). 
Für fast alle v liegt x in U,. Für die endlich vielen Ausnahmen sei x = y, mit eh, 
nach Hilfssatz 3.5. Setzen wir , = 1 für alle übrigen v und t = (t,), so liegt t in A, 
und z! in UG,, und das beweist (3. 4). 


Wir setzen jetzt voraus, daß H, = H,H,D”' ist mit einer kompakten Menge D, 
Daß das für beliebige algebraische Gruppen stets der Fall ist, kann man ebenso beweisen 
wie die „Endlichkeit der Klassenzahl‘“ in [9], Thm. 5. Will man diese Ergebnisse über 
allgemeine algebraische Gruppen aber vermeiden, so kann man ohne großen Mehraufwand 
auch so schließen: Wenn B; keine Nullteiler hat, so ist die Annahme richtig (s. z. B. [24], 
Lemma 3.1. 1.); wenn B; dagegen Nullteiler hat, so kann der Approximationssatz noch 
einfacher bewiesen werden, wie in $5 ausgeführt wird. Übrigens bedeutet die Existenz 
von D gerade die Endlichkeit der Klassenzahl irgend einer Ordnung in B;, falls $ genau 
aus den unendlichen Stellen besteht, so daß auch in diesem Fall (das ist der von Eichler 
behandelte) $ 5 nicht benötigt wird. 


Aus (3.4) und H, = H,H,D”' folgt jetzt 
(3. 5) GG; nn U? +9, 


wo der Querstrich die abgeschlossene Hülle bedeutet. Läßt man hier U alle kom- 
pakten Umgebungen von a durchlaufen, so haben je endlich viele der Mengen (3. 5) 
einen nicht leeren Durchschnitt; also enthält auch der Durchschnitt G,G,; n {a}? aller 
ein Element b = a“. Strebt nun c€ B, v,-adisch gegen die v,-Komponente von d’!, 
strebt 5’€ G,G, in G, gegen a, da ja für vo + vo, die v-Komponenten von a und daher 
auch von 5 gleich 1 sind. Also ist a Häufungspunkt von G,G, wie behauptet. 


4. Einige Hilfssätze 
Wir beweisen nacheinander die in $ 3 benötigten Hilfssätze. 


Hilfssatz 3.1. Wir bezeichnen mit q die Abbildung 2—> P, von k,[b] in einen E, 
umfassenden n-dimensionalen affinen Raum und zeigen, daß g in y den Rang n hat. 
Dann hat g|q” (E,)=P | H,, in y den Rang n — 1, und die Behauptung folgt aus 
allgemeinen Sätzen über Potenzreihen. Wir entwickeln P, für z€ k,[b] nach Potenzen 
der Koordinaten von 2 —b: 


P,(X)= PX) +Q,,(X) +‘, 
wo Q, ‚ein Polynom in X vom Grad < n — 1 ist, das linear von x — b abhängt, und die 
Punkte Glieder höherer Ordnung in x — b bedeuten. Aus 
P,(&) = Pla) + Q, 32) + 
= P,(b) + Pi) @—b) + Q,,0) +" 
folgt wegen P,(z) = P,(b) = 0 durch Vergleich der linearen Glieder, daß Q,_, nur dann 


identisch in X verschwinden kann, wenn P;(b) (« — b) = 0 ist; das ist aber wegen der 
Voraussetzung über 5b nur für x — b = 0 der Fall. 


Hilfssatz 3. 2. E,, besteht aus allen Polynomen in E mit Koeffizienten in o,; B,, 
ist für fast alle v eine unverzweigte o,-Ordnung, also isomorph dem n-reihigen Matrizen- 
ring über o,. Der Beweis des Hilfssatzes folgt unmittelbar aus der Tatsache, daß 
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2,7 X‘ Hauptpolynom der Matrix 
i=0 
04 
04 
Due 
a, A, "A, Auı 
ist. 

Hilfssatz 3.3. Daß G, nicht kompakt ist, bedeutet, daß B, Nullteiler hat, also 
Matrizenring über einem Schiefkörper der an e? < n? über kr ist. Daß P + «Q 
in p,(G,,) liegt, bedeutet wegen des untenstehenden Hilfssatzes 4. 1 und des Zerfalls- 
kriteriums für Algebren über lokalen Körpern ([4], VII, $$ 2,3), daß der Grad jedes 
über k, irreduziblen Faktors von P + tQ durch e teilbar ist. Wir unterscheiden drei 
Fälle: 

a) e= 1; dann ist die Bedingung von selbst erfüllt. 


b)e = 2, und k, ist der reelle Zahlkörper; dann setzen wir Q(X) = X? und erreichen 
dadurch, daß P + *Q für genügend großes | t |, keine reellen Nullstellen hat. 


c) v ist eine endliche Primstelle; dann sei @ = x X* mit einem Primelement r von o,; 
da das Newtonsche Polygon (s. z. B. [19], $5) von P + 1°Q für genügend großes | t |, 
nur Gitterpunkte mit durch e teilbarer Abszisse enthält, folgt auch hier die Behauptung. 


Hilfssatz 3.4. folgt aus dem Zerfallskriterium für Algebren über Zahlkörpern 
(4), VII, $5) und aus dem 


Hilfssatz 4. 1). (k ein beliebiger Körper.) Ein reguläres Polynom P aus E, ist genau 
dann Hauptpolynom eines Elementes aus G;, wenn B; ®xk[X]/P:ı(X) für jeden über k 
irreduziblen Faktor P,; von P voller Matrixring über k[X]/P.(X) ist. 


Beweis. L = k[X]/P(X) ist direkte Summe der Körper L, = k[X]/P;,(X). Wenn P 
Hauptpolynom eines Elementes aus G; ist, so enthält B, eine zu L isomorphe Unter- 
algebra, die wir mit Z, identifizieren. Über der algebraisch abgeschlossenen Hülle k von k 
wird B zum n-reihigen Matrizenring, und L läßt sich als kommutative separable Algebra 
auf Diagonalgestalt transformieren. Also ist B, als Z,-Rechtsmodul frei mit n Erzeugen- 
den. Aus Dimensionsgründen gilt dasselbe dann auch über k: 


Bi = © bil 
ji= 
Es folgt: 
B;L, = 6b, A 


ist ein n-dimensionaler Z,-Vektorraum, auf dem B; von links operiert. B hat also eine 
Darstellung vom Grad n über Z,, und daraus folgt die eine Hälfte der Behauptung. 

Ist umgekehrt B, ®, L, n-reihiger Matrizenring über L,, so sei B} die invers- 
isomorphe Algebra zu B,; dann ist auch B% &, L n-reihiger Matrizenring M,(L) über L. 
Da L isomorph in M„(k) eingebettet werden kann, gibt es einen Isomorphismus p von 
B@&,L=M,(L) in M,„(M,(k))= M,(k) = Bl ®,B,. Durch einen inneren Auto- 
morphismus kann man 9(B} ®k) = BL ®k erreichen. Dann liegt aber p(k ® L) in der 
kommutierenden Algebra k® B, von B?®&k. B, enthält daher eine zu L isomorphe 
Teilalgebra, also ein Element mit ? als Hauptpolynom. 
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Hilfssatz 3. 5°). Mit denselben Bezeichnungen wie im Beweis von Hilfssatz 4 | 
kann man Z jetzt auf zwei Weisen in B; einbetten, durch X>x und X —y. Beide Male 
wird B, zu einem B;-Links- und L-Rechts-Modul, und wie oben sieht man, daß beide 
Moduln isomorph sind. Der Isomorphismus wird wegen der Vertauschbarkeit mit Links. 
multiplikation mit beliebigen Elementen aus B, durch Rechtsmultiplikation mit einem 
invertierbaren Element t aus B, gegeben, und dieses t muß außerdem die Bedingung 
bxt = bty für alle b€ B, erfüllen; es folgt y = x". 


5. Die klassischen Gruppen 





In diesem Abschnitt seiG eine einfach zusammenhängende k-fast-einfache klassische 
Gruppe, Z ihr Zentrum. Wir beweisen zuerst drei Hilfssätze und zeigen dann, daß daraus 
der Satz 2 folgt. Aufgrund der Hilfssätze 7.5 und 2.5 können und wollen wir G fast- 
einfach voraussetzen. 


Hilfssatz 5.1 (Schwacher Approximationssatz). 7 sei eine endliche Menge von Stellen 
von k, xy die Projektion von G, auf G,. Dann ist n,(G,) dicht in G,. 
Beweis. Siehe [14]. 


Hilfssatz 5.2. Für fast alle Stellen v von k ist jeder echte Normalteiler von G,, in Z, 
enthalten. 























Beweis®). Aus [25], no. 3 folgt, daß man G folgendermaßen erhalten kann. Es sei B 
eine halbeinfache Algebra mit einem involutorischen Antiautomorphismus ı, beide über k 
d»finiert, G, die Komponente der Eins in der Automorphismengruppe von (B, ı) und 6 
die einfach zusammenhängende Überlagerung von G,. Da G fast-einfach ist, muß B 
als Algebra mit Involution einfach und k gerade der unter ı invariante Teil des Zentrums 
von Bı sein. C sei eine Ordnung in B;, x; eine in C rn C" enthaltene Basis von B; über k. 
Dann ist det sp,,,(2;%,) nicht null, für fast alle v also eine Einheit von o,. Für diese ı 
ist B, unverzweigt, also ein Meisismeing über dem Zentrum und dieses eine unverzweigte 
halbeinfache Algebra vom Grad 1 oder 2 über k,. Für G, kommen also folgende Möglich- 
keiten in Frage. Typ A,: Spezielle lineare Gruppe SZ, zılk, ) oder spezielle unitäre Gruppe 
einer hermiteschen Din. deren Diskriminante eine Einheit in o, ist, über einer unver- 
zweigten quadratischen Erweiterung von k,; die Form stellt dann bekanntlich die Null 
nichttrivial dar; Typ C,: Symplektische Gruppe Sp,,(k,); Typ B,„ oder D,(n 23): 
Spingruppe zu einer quadratischen Form g über k in drei, fünf oder mehr Veränder- 
lichen®) und mit Einheitsdiskriminante; auch g stellt die Null nichttrivial dar. Für die 
Typen A, und C, folgt die Behauptung unmittelbar aus [5], Chap. II, $$ 2, 4, 5; für B,, 
also für Spingruppen zu orthogonalen Gruppen in drei Variablen durch die Isomorphie 
mit SL,(k,). Für die höherdimensionalen Spingruppen sei F der aus zwei Elementen 
bestehende Kern des Überlagerungshomomorphismus f auf die spezielle orthogonale 
Gruppe SO(g), H die in G enthaltene Spingruppe zu einer ternären, die Null darstellenden 
Teilform von g. Da f(G,,) gerade aus den Elementen von SO(g, k,) mit Spinornorm I 
besteht, so folgt aus [5], Chap. Il, $$ 8, 9, daß jeder nicht in Z, „ enthaltene Normalteiler N 
von G, modulo F, mit G, übeteinskimiet. Da außerdem F in H liegt, ist dann NH, 
ein nicht im Zentrum gelegener Normalteiler von H, ; nach den obigen Überlegungen 
muß er "RR H,, sein, und es folgt F, <N,aloN =G,, 













9 Ein anderer Beweis, der die Ergebnisse aus [2, 22, 23] benützt, zeigt, daß der Hilfssatz für alle einfach 
zusammenhängenden fast-einfachen Gruppen gilt. 


®) Die Spingruppen zu quadratischen Formen in vier Variablen sind bekanntlich nicht fast-einfach. 
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Den Hilfssatz 5. 3 beweisen wir hier nur für diejenigen klassischen Gruppen, die 
nieht zu den in der Einleitung erwähnten Ausnahmen vom Typ A,„ gehören. 


Hilfssatz 5.3. Ist G, nicht kompakt, so gibt es zu jeder Stelle w von k ein Element 
b= (b,) aus der abgeschlossenen Hülle von G,G, mit 


(5.1) b, $Z,, 
und 
b,=Afürvo zw. 


Beweis. Wir werden für jede der Gruppen G eine über k definierte Untergruppe H 
aufweisen, für die 7, nicht kompakt und der Hilfssatz schon als gültig erkannt ist. Dann 
kann nämlich 5, in H,, gewählt werden. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn für H 
der starke Approximationssatz schon bewiesen ist. 


Enthält G,; ein von 1 verschiedenes unipotentes Element, so ist die von diesem 
erzeugte algebraische Untergruppe # isomorph der additiven eindimensionalen Gruppe, 
und wir sind fertig. Ist z. B. G die Normeinsgruppe einer einfachen Algebra B, und hat 
B; Nullteiler, so enthält G; Transvektionen’), und das sind unipotente Elemente®); hat 
aber B; keine Nullteiler, so gestattet G nach $ 3 starke Approximation, und der Hilfssatz 
gilt auch hier (natürlich wird er in diesem Fall nicht zum Beweis des Approximations- 
satzes für @ gebraucht, sondern nur für die folgende Behandlung der anderen klassischen 
Gruppen). 

Weitere Gruppen G vom Typ A„ sind die speziellen unitären Gruppen SU(X) 
zu einer hermiteschen Form h auf einem Vektorraum X über einem (nicht notwendig 
kommutativen) Körper X mit einer Involution zweiter Art [25]. Ist X ein Schiefkörper, 
und stellt A die Null dar, so gibt es in G, Transvektionen, also unipotente Elemente; 
stellt aber A die Null nicht dar, so liegt der Ausnahmefall vor. Ist andererseits X kommu- 
tativ, so ist für dm, X = n + 1 = 2 die Gruppe isomorph zur Normeinsgruppe einer 
Quaternionenalgebra; der Hilfssatz gilt also. Ist dagegen dim, X > 2, so sei Y ein nicht- 
ausgearteter zweidimensionaler Teilraum von X und H die Untergruppe der Elemente 
aus G, die auf dem orthogonalen Komplement von Y trivial operieren. Wegen H = SU(Y) 
gilt der Hilfssatz dann für H, und wir müssen nur dafür sorgen, daß H, nicht kompakt 
wird. Da G, nicht kompakt ist, gilt dasselbe von G,, für mindestens ein v€ 5. Hat 
K,=K@,k, Nullteiler, so ist H, = SL,(k,) nicht kompakt. Ist aber X, ein Körper, 
so enthält X, isotrope Vektoren, also auch eine hyperbolische Ebene Y’. Approximiert 
man zwei Basisvektoren von Y’ v-adisch durch Vektoren aus X und nennt die von diesen 
aufgespannte Ebene Y, so wird Yx, = Y’, also H,, = SU( Yx,) = SU(Y’) nicht kompakt. 

Vom Typ C,, gibt es einmal die symplektischen Gruppen Sp,,. Für n = 1 hat man 
Sp, = SL,, und für n > 1 ist Sp, als Untergruppe in Sp,, enthalten (man könnte auch 
die Existenz von Transvektionen heranziehen). Andere Gruppen vom Typ C,, sind unitäre 
Gruppen von hermiteschen Formen in n Variablen über Quaternionenschiefkörpern K 
mit Zentrum k. Für n = 1 bzw. 2 sind diese isogen zu orthogonalen Gruppen in 3 bzw. 5 
Variablen, also isomorph zu Spingruppen, und für höhere Variablenzahlen hat man die 
Untergruppen zu binären Teilformen, wie bei den unitären Gruppen vom Typ A„; wie 
dort hat man zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem, ob K,= K ®,k, Nullteiler hat 
für eine gewisse Stelle v € S oder nicht. Weitere Gruppen vom Typ C, gibt es nicht, da 


°) Für alle hier benützten Begriffe und Tatsachen über klassische Gruppen siehe [5]. 


®) Mit Transvektionen wird auch in [8], $ 15 (im Fall orthogonaler Gruppen zu quadratischen Formen) 
gearbeitet. 
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über einem Zahlkörper k Quaternionenalgebren die einzigen Schiefkörper mit Zentrum } 
und einem k-Antiautomorphismus sind. 


Für Spingruppen zu orthogonalen Gruppen in mindestens drei Variablen, die all 
einfach zusammenhängenden fast-einfachen Gruppen vom Typ B,„ und einen Teil derer 
vom Typ D,„ umfassen, hat man für ternäre Formen die Isomorphie mit Normeins- 


gruppen von Quaternionenalgebren, für höhere Variablenzahl Untergruppen, die zı 
ternären Teilformen gehören. 









Vom Typ D,„ gibt es schließlich außer den Spingruppen noch die einfach zusammen- 
hängende Überlagerung G unitärer Gruppen von schief-hermiteschen Formen in n Variablen 
über Quaternionenschiefkörpern K mit Zentrum k. Ähnlich wie in den anderen Fällen 
wählen wir eine zu einer binären Teilform gehörige Untergruppe H so aus, daß H, nicht 
kompakt ist. Über der algebraisch abgeschlossenen Hülle von k wird H isomorph zur 
Spingruppe in vier Variablen, also zu SZL,x SL,. Nach Hilfssatz 7.4 ist H entweder 
k-fast-einfach von Typ A, oder Produkt zweier einfacher Gruppen dieses Typs, von denen 
mindestens einer nichtkompakte S-Komponente hat. Nach $ 3 gilt in jedem Fall für H 
oder einen seiner Faktoren der starke Approximationssatz, also auch der Hilfssatz. Wie 
beim Typ € gibt es auch hier keine weiteren Gruppen. 


Der Beweis für Satz 2 in den angegebenen Fällen folgt aus dem nächsten Hilfssatz, 
der für beliebige algebraische Gruppen G gilt. 

























Hilfssatz 5.4. Der starke Approximationssatz gilt für G, wenn die Aussagen der Hilfs- 
sätze 5.1, 5.2,5.3 für G zutreffen. 


Beweis. Sei w eine Stelle von k, die nicht zu den Ausnahmen von Hilfssatz 5.2 
gehört, b='(b,) ein Element aus der abgeschlossenen Hülle von G,G, mit den Eigen- 
schaften (5. 1) und (5. 2). Dann ist G,, selbst der kleinste b, enthaltende Normalteiler 
von G, . Jedes Element c, aus G,, ist also ein Produkt von Elementen xb#'r mit 
EG, " tuch Hilfssatz 5. 1 ist x Häufungspunkt von Elementen x,,,(y) mit y€G,, das 
Element ce = (c,) €G, mit c, = 1 für v + w wegen b, = 1 für v + w abo Häufungspunkt 
von Produkten von Elementen yb*'y-' mit y€G;. Da b in der abgeschlossenen Hülle 
von G,G; liegt, gilt dasselbe auch von c. Die Produkte von solchen Elementen ce, für alle w, 
die nicht zu der endlichen Ausnahmemenge T von Hilfssatz 5. 2 gehören, liegen — mit 


Ar aus Hilfssatz 5. 1 — dicht in Az). Nach Hilfssatz 5. 1 folgt also 


6,6522, (6,) 771) 2276) A7(1) = Graz(t) = 


und das war zu beweisen. 


6. Reduktive, nicht einfach zusammenhängende Gruppen 





Ist G reduktiv aber nicht halbeinfach, oder halbeinfach aber nicht einfach zu 
sammenhängend, so gestattet G keine starke Approximation. Als Ersatz haben wir den 


Satz 6.1. Ist G reduktiv und zusammenhängend, die Kommutatorgruppe F von 6 
k-fast-einfach, F, nicht kompakt, und gilt für die einfach zusammenhängende Überlagerung 
E von F der starke Approximationssatz, so ist die Kommutatorgruppe von G, in der ab- 
geschlossenen Hülle von G,G, enthalten. 


Beweis. f:E>F sei der Überlagerungshomomorphismus. Da E starke Approxi- 
mation gestattet, ist f(E,) in der abgeschlossenen Hülle von G,G, enthalten. Es genügt 
also zu zeigen, daß für jede Stelle v von k die Kommutatorgruppe von G,, in f(E,) 
enthalten ist. Das folgt aus 
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Hilfssatz 6.2. Ist G eine reduktive und zusammenhängende lineare algebraische Gruppe 
über dem vollkommenen Körper k, F die Kommutatorgruppe von G, f: E>F eine über k 
| definierte Überlagerung, so enthält f(Ex) die Kommutatorgruppe von G;. 


Beweis. k sei die algebraisch abgeschlossene Hülle von k, Z das Zentrum von G. 
Dann gilt G,<G; = f(E,) Z,-. Schreibt man demgemäß x€G, in der Form x = f(y) z, 
so gilt für jeden Automorphismus o von k über k die Gleichung f(y”) 2° = f(y) z, also 
y=ya, mit f(a,) EFrZ, also a, im Zentrum von F. Sind nun z,,2,€G, mit ent- 
sprechenden Zerlegungen, so folgt 
% 227725 = f(yıyayı' ya‘) und (yıyeyı YE')’ = Yıyayı Wr; 
also 2,2327" 23" E f(E,). 

Den Satz 6.1 kann man dazu benützen, Klassenzahlen verschiedener Arten zu 
berechnen. Es handelt sich dabei jeweils darum, für eine gegebene Gruppe G und die 
Menge $ aller unendlichen Stellen, die Adelgruppe G, in zweiseitige Klassen modulo G,G, 
und einer offenen Untergruppe zu zerlegen und die Anzahl der Klassen zu bestimmen. 
Wegen der Offenheit des einen Faktors kann man G,G, durch seine abgeschlossene Hülle 
ersetzen. Wenn F, nicht kompakt (das Problem also in gewissem Sinne indefinit) ist, so 
kann man nach Satz 6. 1 Faktoren vertauschen und hat damit die Bestimmung der 
Klassenzahl zurückgeführt auf die Berechnung eines Gruppenindex; Beispiele hierfür 
finden sich in [6], Satz 2, [12], Satz 2 und [21], 5. 24 und 6. 14. 


7. Anhang: Einfach zusammenhängende Gruppen 


k sei ein Körper der Charakteristik 0. Alle vorkommenden Gruppen sollen über k 
definiert sein. Eine Überlagerung ist eine Isogenie zwischen zusammenhängenden Gruppen; 
sie heiße echt, wenn der Kern von {1} verschieden ist. Eine Gruppe heißt einfach zusammen- 
hängend, wenn sie zusammenhängend ist und keine echte Überlagerung besitzt. 


Hilfssatz 7.1. /st N ein Normalteiler von G, und sind N und G/N einfach zusammen- 
hängend, so auch G. 


Beweis. Sei G® die Zusammenhangskomponente von G. Da N und G/N zusammen- 
hängend sind, folgt N <G® und G®/N =G/N, also G = 6®°. Ist f: F>G eine Überlage- 


rung, M die Zusammenhangskomponente von f (N, so ist f| M eine Überlagerung, hat 
also den Kern {1}. Weiter ist die induzierte Abbildung F/[M >G/N ebenfalls eine Über- 
lagerung, hat also auch den Kern {1}. Es folgt ker f = {1}. 


Hilfssatz 7.2. Ist N ein zusammenhängender Normalteiler von G, und hat G keine 
echte über k ch Überlagerung, so gilt dasselbe von G/N. 


Beweis. f: F>G/N sei eine über k definierte Überlagerung, g: G>G/N die kano- 
nische Abbildung, H = {(z,y)E FxG|f(x) = g(y)} und h(x,y)=y. h: HG ist eine 
Isogenie mit Kern ker (f) x {1}. Die Projektion (x,y) > x von H auf F hat den Kern N. 
Da F und N zusammenhängend sind, ist es auch H, und es folgt ker h = {(1, 1)}, also 
ker f = {1}. 

Hilfssatz 7.3. Hat die zusammenhängende Gruppe G keine über k definierte echte 
Überlagerung, so ist ihr Radikal N unipotent, undG/N undG sind einfach zusammenhängend. 


Beweis. U sei das unipotente Radikal von G. Nach Hilfssatz 7.2 hat auch G/U 
keine echte über k definierte Überlagerung. Wir können also ohne Einschränkung G 
teduktiv voraussetzen. Die Kommutatorgruppe DG ist zusammenhängend; also hat auch 
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G/DG keine echte über k definierte Überlagerung. Andererseits ist G/DG ein zum 
Radikal N von G isogener Torus, der durch 2— x" sich selbst überlagert werden kann, 
Es folgt G/DG = {1}, also N = {1}. Ist nun F>G/N die bis auf k-Isomorphie eindeutig 
bestimmte über k definierte einfach zusammenhängende Überlagerung ([3] exp. 23, 118) 
Thm. 1. 1), so muß diese eine Isomorphie sein. G/N und nach Hilfssatz 7. 1 auch G sind 
also einfach zusammenhängend. 


Eine halbeinfache Gruppe G heiße fast-einfach (bzw. k-fast-einfach), wenn G keinen 
echten zusammenhängenden Normalteiler (bzw. keinen, der über k definiert ist) besitzt. 


Hilfssatz 7.4. Jede einfach zusammenhängende halbeinfache Gruppe G ist direktes 
Produkt k-fast-einfacher einfach zusammenhängender Gruppen. 





Beweis. G ist das Produkt gewisser elementweise vertauschbarer fast-einfacher 
Normalteiler G,, die über der algebraisch abgeschlossenen Hülle von k, also auch schon 
über einer endlichen galoisschen Erweiterung X von k definiert sind ([3] exp. 17). Die 
Abbildung (z,) > II x; von I G; in G ist eine Überlagerung, also ein Isomorphismus, und 
da G einfach zusammenhängend ist, sind es auch die G,. Die G, sind die einzigen fast- 
einfachen Normalteiler von G. Also werden sie durch die Galoisgruppe g von K/k unter- 
einander permutiert. Die Produkte der G, aus einem Transitivitätsgebiet sind dann die 
gesuchten k-fast-einfachen Faktoren von G. 





Hilfssatz 7.5. Jede k-fast-einfache einfach zusammenhängende Gruppe G entsteht aus 
einer fast-einfachen einfach zusammenhängenden Gruppe über einem Oberkörper | von k 
durch Restriktion des Grundkörpers ([24], $ 1. 3). 





Beweis. Mit denselben Bezeichnungen wie oben sei h die Untergruppe von g, die 
eines der G,, etwa G, in sich transformiert, und ! der zugehörige Zwischenkörper. Dann 
ist G, über ! definiert, und die G, sind gerade die Konjugierten von G, unter den ver- 
schiedenen Isomorphismen o, von lin K. Ist p die Injektion von G, in G, so ist (p”') ein 
Isomorphismus zwischen II 6 und G, und das beweist die Behauptung. 
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Perturbation theory of Kepler motion 
based on spinor regularization 


By P. Kustaanheimo and E. Stiefel 


Abstraet 





A regularization of Kepler motion in the three-dimensional space R® is developed using a simple mapping 
of a four-dimensional space R* onto R®. In R* the equations of any undisturbed Kepler motion are linear differential 
equations with constant coeffieients thus remaining completely regular at the center of attraction. This agreeable 
property of the equations makes them well suited for computation of perturbations. Many classical theories of 
perturbations in reetangular coordinates begin with a linearization of the equations of motion. In our theory sucha 
preconditioning of the problem is avoided since the equations in R* are already linear. From a practical point of 
view it may be a disadvantage that the regularized methods require more integrations than the classical procedures. 


The paper was written during P. Kustaanheimo’s stay at the ETH Zürich in summer 1964. No knowledge 
of spinors is needed for understanding the paper. The authors are indebted to IBM for sponsoring this work, 


1. Levi Civita’s regularization of the plane motion 





Let z= x, + iz, be the plane of the orbit of a moving body. For regularization 
purposes Levi-Civita proposed in [1] to introduce a parameter-plane w= u, +im 
mapped onto the physical z-plane conformally by the transformation 

(1) z= us, 7 


or 
x, = 2u,4,. 








Accordingly parabolic coordinates are introduced in the physical plane. A conical section 
centered at the origin of the w-plane is transformed into a conical section of the z-plane 
having one focus at the origin; therefore the transformation is a very practical method 
for the discussion of a Kepler motion. 


In order to get an idea about a generalization of such transformations in higher 
dimensional spaces, we observe the transformation of the differentials 


(2) dx, = 2(u,du, — u,du,), dx, = 2(u,du, + u,du,) 





attached to the transformation of the coordinates. In matrix notation this can be 
written as 


dz,\ „[U, —u,\ (du, 
(3) (de) n - on 


The matrix of this linear transformation has the following basic properties. 
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4. Each element is a homogeneous linear function of the parameters u,, u,. 

In our case the elements are very trivial functions of this type because only one 
parameter appears in each element. However this specialisation is not essential. As a 
matter of fact it disappears if other cartesian coordinate-systems are used in the two planes. 

9. The matrix is orthogonal. The scalar product of the two lines vanishes and each 
line has the norm (u] + u?). From this it follows 


(4) dıy + da; = Alu} + u}) (du) + dus). 


Property 2 is essentially equivalent to the fact that the mapping is conformal. The local 
ratio of magnification is 


ER: 


as follows from (4). 


2. Generalizations 


We want to investigate whether an analogous situation is possible in the n-dimen- 
sional space R". Let u,, ü,,..., 4, be rectangular coordinates in AR". A matrix A with n 
rows and columns is desired with properties analogous to 1,2 that is 

1. The elements are linear homogeneous functions of the u,. 

2. The matrix is orthogonal in the following sense: 

a) The scalar product of two different rows vanishes. 

b) Each row has the norm (u +u5 ++ u}). 

A famous result of A. Hurwitz [2] states that such a matrix can only be produced if 
n=1,2,4 or 8. This problem was later studied and generalized by many authors [3—6)]. 
The case n = 1 is trivial, the case n = 2 was discussed above. Unfortunately the case 
n= 3 is out of question; therefore there is no easy generalization of Levi-Civita’s trans- 
formation in R®?. Hence we proceed to the case n = 4. A matrix satisfying our desires 
is for example 
TER 
u u 
Us U} 


—U; U, —U, 


This matrix is intimately connected with the rule of multiplication of quaternions, but 
we do not want to develop this relation further in this article. In order to establish the 
relations analogous to (3), we multiply A from the right by the column of the du,. The 
following 4 differential forms are obtained. 


2(u,du, — u,du, — u,du, + u,du,) 
2(u,du, + u,du, — u,du, — u,du,) 
2(u,du, + u,du, + u,du, + u,du,) 
2(u,du, — u,du, + u,du, — u,du,). 


(6) 


A disappointment should be noticed here. Only the first three forms are complete diffe- 
rentials and may be denoted by dx,, dx,, dx,. By integration we obtain 


u =ü— —u+u 
(6) x, = 2(u,u, — Usu,) 
z; = 2(u,u; + usu,). 
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This is a mapping of the space R* onto the space AR? of the x, and it is essentially the 
regularizing transformation proposed by Kustaanheimo [7] as an outgrowth of his 
research in the theory of spinors. We take now care of the last line of (5) by subjeeting 
the differentials du, to the condition of annihilating this line: 


(7) u,du, — uzdu, + u,du, — u,du, =. 

are I 
is th 
eirch 


Taking into account this restrietion, we concentrate again our differential relations inte 
the matrix equation 


dx, U —uU, —U; u, du,‘ 
dx, U, u —u —u, du, 
(8) 


dx; Us u, u, U, du; 


0 u —u, U —u, du,/ 


Furthermore the mapping (6) of the coordinates is expressible by using the same matrix 
as follows. 
&ı U —u, —U, U, u, 
(9) X Us u —u, —u Us 
X Us u, u, U, Us 


0 uU —U; Us —u, u, 


(The product of the last line of the matrix with the z-column is identically 0). 


We did not succeed in defining a Levi-Civita transformation mapping two 4-dimen- 
sional spaces onto each-other. But we found a mapping of R* onto R®? having the desired 
behaviour. Being faced with the study of motions in R®, this is exactly what we want, 
The only diffieulty which may arise stems from the side-condition (7). But this con- 
dition is harmless as we will show in the sequel. 


3. Geometrie properties of the transformation 


Among the many interesting properties of the mapping (6), (9) we list some that 
are important for the remaining discussion. 

a) The u,, u,-plane of the parametrie space R* is mapped onto the r,, x,-plane of 
the physical space AR? according to the rules (1), (3) of Levi-Civita. Thus our transfor- 
mation is a continuation of Levi-Civita’s transformation. 


b) The following properties are important for establishing the analytical dynamics 
in R®. From (8) and the orthogonality of the matrix we have 


(10) da + day +daz = Alu + u + u; + us) (du? + du? + du? + du?). 


The same argument applied to (9) shows 
(11) + +53=- Wi ++ W+ u), 
(12) w+w+W+uü=r, 


where r is the radial distance in R®. Hence, r is the square of the distance in A*. The 
equation (10) then becomes 


(13) daı + da} + da; = Ar(duf + du + du? + du?), 


but this holds only true if the differentials satisfy relation (7). 
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c) Inverse transformation. If the point u, of R* is mapped onto x; of R®, all points 

v,; satisfying 
= u,cos Pp—u,sing %=U,C08 pP + u,5ing 

14 

(14) y=usny + uc0o8g %=—u,8in pP + U,C0oS g 
are mapped onto the same point x. The angle 9 is arbitrary. The image of a point in R® 
is therefore a eircle of radius Yr in the parameter-space AR*. The tangent vector to this 
eirele at the point u, is 


(15) (—u,, Us, —U,, Uı). 


Thus, the relation (7) postulates that the infinitesimal vector du, attached to the point u, 
should be orthogonal to the circle passing through this point. The one-parametric sub- 
group (14) of the rotation group in AR* will be called the kernel of our transformation. 
It is not too difficult to invert the formulae (6) of transformation. Solve for instance 

the last two for u,, u, and insert the result into the first. A quadratic equation for 
(u + us) is obtained. Finally the set of formulae on the left-hand side of the following 
table appears. 

. a ’ 3 

„+u,= 5 (z, +r) w„+tw= 5 (—ı, + Pr) 
Ay Xp, a4 EL RN UF + Xalla 

tr —r +r 


Lau, — Il, 
U, = —— _ 3, = - 
a+tr —ıH+tr 


Kal, — Ip; 


The set on the right side is an alternative to be used if x, is negative. The formulae in 
the first line determine two of the u, up to a rotation (14). The remaining u; follow from 
the formulae below. 


After having computed one of the images of a point in AR? from (16), the image 
ofan infinitesimal veetor dx; attached to the point is determined unambiguously provided 
the side-condition (7) is required. In order to prove this, it is sufficent to solve the linear 
equations (8) for the du,, taking advantage from the orthogonality of the matrix. The 
result is 


du u Bic 
1 1 , Us dx, 


dx, 
dx; 


(17) 


du; 1|—ı, u, u 
= 5- 


du, 2r\ —, —u, u 
du, a cn 


and (7) is satisfied. 


d) Without going much into detail, we state the following facts. Let us consider a 
point u, in R* and a family of curves radiating out from this point and constructed in 
such a way that the initial tangents du, satisfy (7). These tangents span a 3-dimensional 
space orthogonal to the circle belonging to the kernel and passing through the given 
point. This family is mapped onto curves in AR® with conservation of the angles at the 
given point u,. This follows again from the orthogonality of the matrix A in formula 
($). Obviously our mapping is as conformal as a mapping of an R* onto an R®? ever can be. 

Finally we consider two vectors u,, v; in R* spanning a plane AR? through the origin 
and satisfying 


(18) 3, — u + 0, — uy =). 
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This is a modification of the condition (7). The same relation holds true for any pair 
of vectors of R®?. This plane is mapped conformally onto a plane of R® and moreover the 


mapping is of Levi-Civita’s type; i. e. distances from the origin are squared and angles 
at the origin are doubled. 


To prove this, we take for u,, v, two orthogonal unit-vectors building a cartegian 
coordinate-system in AR?. The orthogonality relation 
ur, + 0% + ur + ur, =0 
yields together with (18) a system of two linear equations for the v,. Its general solution is 


19 v, = U, 008 + U, sin © DV, = — U, C08@ + u,sino 
= —U,8IN® + U,C08® 1, = —u, Sin — U, COS w, 
taking into account that the two vectors must have equal length. 


© is an angle depending on the position of the plane A®. Consider a point be given 
in A? having polar coordinates o, ® with respect to this coordinate system in AR?®, After 
some straightforward computation the image of this point in R® is found to be 


(20) x = o?[a cos 29 + (b coso + c sin o) sin 29], 


where x is the position veetor x, and a, b, ce are abbreviations for the columns of the matrix 


w—w— 3 +uW 2uu, + u,u,) 2 (u, u, — u,u,) 
(21) 2(u,u, — u,u,) — +5 —w+W 2uu, + uu,) 
2(u,u, + u,u,) 2(u,u, — u,u,) w—+u+ u. 


The orthogonality of this matrix follows from the well-known Cayley para- 
metrisation of the rotations in the 3-dimensional space. Thus the two vectors a and 
(bcosw-+ csinw) appearing in (20) are orthogonal unit-veetors. This proves our 
statement. 

The first column a of (21) is of course the image of the point u,, as can be seen 
from (6). Therefore our mapping could also be established by the use of Cayley’s para- 
metrisation. 

From our discussion of the mapping of such a special plane AR? in AR* it becomes 
clear, that any conical section Iying in AR? and centered at the origin is mapped on 
another conical section of the physical space AR® having one focus at the origin. In parti- 
cular a straight line in A? is transformed into a parabola. 

This result brings out the deeper reason for the fact that our transformation is 
very appropriate for the study of the 3-dimensional Kepler motion. 


4. The equations of motion 


Let m be a point of mass m moving along in R® on a path x;(t) with time t and 
let P; be the components of the acting force. The velocity-vector will be denoted by ?ı 
and the magnitude of the velocity by v. The equations of motion are 


(22) mär = Pı. 


Our goal is to establish a corresponding motion u;(t) in R* in such a way that the 
condition (7) or 


23) uU — U, + Ui, — uU, = 0 
Aa: 323 273 14 
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issatisfied at any time for the position u, and the velocity u; of this 4-dimensional motion. 
We shall not discuss here the feasibility of such a construction but proceed directly to 
the differential equations of the motion in A*. Afterwards it can be verified that our 
goal has been reached. 

In order to start this line of approach we regard the parameters u, as generalized 
eoordinates for the motion of the particle m in the sense of Lagrangian mechanics. Their 
relation to the ordinary coordinates x; is given by (6). There is no contradietion in 
introdueing 4 Lagrangian coordinates for this motion of 3 degrees of freedom, since the 
u,must satisfy the non-holonomic relation (23). The velocity v of m is given by formula (13): 

# e 5 AUS Kan PAS 

(24) "= 1+3+ 8 =e4irWi ti tw + u), 
r being the distance of m from the origin, and 

(25) r=Ww+stüt+u 
as follows from (12). The kinetie energy of m is therefore 


(26) T=;m®Y=-23mW ti + +W). 


Next we have to compute the generalized forces Q, corresponding to the generalized 
eoordinates z,. They are defined by the requirement that the work done by the forces 
remains invariant under the transformation: 


3 4 
(27) S P,dı,= 2 Q.du.. 
K=1 i=1 


Hence the (, are obtained by the transformation which is contragredient to the transfor- 
mation of the differentials; this is obtained by application of the transposed matrix in (8): 


'Q u U, U 
e 1 2 3 P, 
, . hu u) u 
(28) ur) P, - 
Q; —Uu —u, U, 
P; 
Q,/ U) —U; Us, 


By inserting the expressions (25) and (26) into the Lagrangian equations of motion 


d/oeT oT 
9 u 5 es 
(2 ) dt (3) ou; Q;, 1 1, -. 3, 4 
we obtain 
(30) Am di ru)— uW + +8 +W)|=(.. 





This set of equations enables us to define the corresponding motion in R*. Let x} and x} 


be the initial position and velocity of m at the time i = 0. We compute a point u? in R* 
corresponding to x? by (16). Furthermore an initial velocity u? is computed by (17) or 


. 1 : R F 

0 0.0 0.0 0.0 

u = 57 (u,x) + usa, + u; 25) 
——. 


- 0 ;0 0.;0 0 .;0 
n=7 (—u,2 + u 2, + uT;) 


(31) er 
u = (8 — ua + u) 
2ro 
ä 1 . i R 
0 0,;0 0,;0 0,;0 
=, -—w2+ 2), 


2r, 
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thus making sure that condition (23) is satisfied at instant t = 0. Here r, is the distan« 
at 2=0. Then the corresponding motion is defined by the differential equations (a) 
and the initial conditions u?, u°. In order to prove that this motion in R% is mapped 
onto the given motion in AR? it is important to show that condition (23) is satisfied at 
any time. For this purpose we multiply the Lagrangian equations (30) by u,, —U;,, U, 
—u, respectively and add. The result is 


Bern u NE: # 
Am Um; (ru,) — u, di (ru,) + u, rn (ru,) — u, Fr} (ru,)| = u,Q, — usQ, + u,(, — u), 


Since definition (28) of the generalized forces implies that the right side of this equation 
vanishes, we have 


1 A ’ 5 i 
Am Z [r (u,u, — uzu, + 0,0, — u,u,)] = 0. 
( 
Integrating this equation we obtain 


r(u,U, — Uzü, + U,ü, — U,4,) = const. 


By appropriate choice of the initial conditions we have annihilated this expression al 
instant t = 0; thus it vanishes for all values of time. 

The final steps of the proof are left to the reader. He should take equations (9), 
(28) and (30) as hypothesis and verify by explieit computation that the coordinates z, 


defined by (6) satisfy the given equations .(22) of motion. Then our correspondene 
between motions in R®? and R* is established. 


5. Regularization 





Equations (30) are singular at the origin. In order to remove this singularity we 
introduce the work W done by the forces. It follows from (27) that this work is compu- 
table by either of the two expressions 


Ww=/f 


k 








3 4 
(32) 3 P,dx,, W=|[ 3 Q.du.. 
=1 i=1 
The lower limit of integration is the start of the motion at time t = 0; since the work W 
is the increase of the kinetic energy, formula (26) yields 
'o 2. .o .o 1 D) r 
(33) 2mwWw+W+u+ u) —zmn=W, 


where v, is the initial velocity in the physical space R®. Inserting this result into (30) 
we obtain 












d 
Am Fr) 


Furthermore a regularizing time s is introduced by 


u 
s# r’ & 


The lower limit of integration is again t = 0. With respect to s as independent variable 
the equations of motion in R* become 

d’u, 
ds? 


(34) z 2W + mi) w,=(Q.. 


(ru,) Far 
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(36) Am 
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We note that the singularity has disappeared. Obviously we must adapt the initial 
conditions (31) to the regularizing time. Hence we have at instant ? — 0 


du, 
u. 
du, 

u: 
du; 


ds 


(Wat + wi + ulz)) 


ur rin + 


a | | 


gi 0.0 n „0 0:0 
= (1,7 —w2%+ u! 


« 


Bw 


du, 


H 
Ne} 


0,0 0:0, „0.0 
un — wa, + ust;)- 
ds ( er. _Duci, ZU 273 
The regularized equations (36) are practical in the conservative case where the forces 
have a potential V depending only on the position of the moving body and not depending 
explieitliy on time. Thus we may write 


a oV 
(38) ou,’ 
V, being the potential at time s—=0. 

However if the problem at hand is not conservative, it is better to restriet ourselves 
to introducing the regularizing time in the original equations (30) without using the 
work W. This alternative leads to the equations 


Pu, u (| 


4 
Am s k 
ds? r ds 


rQ;. 
From (24) and (35) we have 


(39) Tl s( =). 


ETTAR 


Hence 
d’u; 
ds? 


— v?u,| = rQ,;. 


(40) m 4 


The reader should note that in all equations concerning motions in R* the letters r, v 
are abbreviations for the expressions 


u ;\? 
(41) r=Zu,, ”-2(G)- 
r ds 
With respect to the corresponding motion in AR? the same quantities r, v are the 
distance and velocity of the moving body. 


6. Kepler motion 


Assume a central attracting mass at rest at the origin of R® and denote by M the 
product of that mass and the gravitational constant. Let our mobile be subjected to 
this central attraction and perturbing forces P}. We compute the generalized forces 
ın R* corresponding to the central attraction from the potential 

mM 


r 
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by the use of formula (38). Taking (41) into account the central attraction is 
6) vs 2mM 
— U 


r g. r? £ 


The perturbing forces Q; in A* are given by the transformation (28) applied to the per- P 
turbing forces P}. Putting things together we have 


ou, 


2mM 
= 


The work W breaks up into the work 
n u(, er .) 
r fo 

done by the central attraction and the work W’ done by the perturbations, 


W = mM. — . 
r ro 


(42) u, + Qi. 




































(43) ) +Ww'. 


Inserting (42) and (43) into (36) we obtain the equations 


2: 
(H) er % _ = 8 ) u|=rQ; +2W'u, 
0 





for the perturbed Kepler motion. The right hand side depends only on the perturbations. 


The constant factor of u, in the left hand side is taken into account by introdueing the 
notation 


(45) 


It follows from the classical theory that a, is the semi-major axis of the unperturbed 
osculating Kepler motion at instant t= 0. Hence 


du, M 
u 


1 
16) de + 4, = im 


4 (rQ; + 2W’u,). 

This set of differential equations is completely regular at the origin. Even if a trajectory 
collides with the central mass it is computable by integrating (46). If this integration 
is performed by numerical methods, the use of the regularizing time has an agreeable 
smoothing effect. This can be seen from (35) since a constant step in s generates a small 
step in t if the mobile approaches the origin. 


Once more we emphasize the special case of conservative perturbing forces. The 
work W’ is then given by the perturbing potential. This situation occurs for instance 
if the perturbations of a satellite arising from the asphericity of the earth are wanted 
and if only zonal harmonics are taken into account. Moreover, many problems of first 


order secular perturbations in the solar system may be computed by means of a con- 
servative potential. 


In a non-conservative case we may use (40) and (42) and establish the equations 
2 
mein (2 2) 


ds? r Bu: rQ; . 
The analogy to equation (44) is obvious; but here the coefficient of u, is no longer constant. 
We shall take care of this difficulty later on. 


(47) 
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7. The initial value problem 


In order to get acquainted with this theory of Kepler motion, we discuss in this 
section the unperturbed motion. The corresponding equations (46) are 


2 1: 
du, M u 


(48) ds 177" 


They are linear differential equations with constant coefficients. This appears to be a 
remarkable advantage of the method. The image-point in R* moves as if it were connected 
with the origin by an elastie string of rigidity M/4a,. Its path is a conical section centered 
at the origin. Without much loss of generality we shall assume a, > 0 (elliptice motion) 
and introduce temporarily a frequency ® defined by 


M 
l 2 — u . 
(4° )) {0} ? ö 


Integrating equations (48) we have 
(50) u, = &%C0sows -+ ß,$sin ws, 


where &;, ß, are two sets of constants (i= 1,2,3,4) to be determined from the initial 
conditions. These conditions are specified in the following way. Let x} and z% be initial 
position and velocity in A® and denote by # the angle between these two vectors and by 
"a, to the initial distance and magnitude of velocity. A corresponding position and velo- 
eity in R*! are computed from (16) and (37). The two vectors so obtained are «, and 
(oß;). This follows from (50). Moreover (41) yields 


£ PD) ; rovH 
(51) Sa; == "oo, Sp = Zo8 . 

After computation of the «,, ß; formula (50) furnishes the motion in R* and the mapping 
(6) gives the desired motion in R®. Thus we have solved the initial-value problem under 
consideration. 


Since the motion is obtained as a function of the regularizing time s, the problem 
of finding the position at a given instant t must still be solved. In order to do this, we 
first observe that the initial position &, and velocity (wß,;) span again the angle # since 
the plane of motion is mapped conformally into R3. This was proved in section 3, d). Hence 
the scalar product of the vectors «,, ß, is 


Fol 
(52) Sa,ß; = E> cos d 


as follows from (51). Next we compute from (50) the distance r taking into account 
(51), (52). 


. 
’ ’ ro0B. rot 
r= Zu =1r,c08®’ ws + sin?’ ws + —— cos d- sin ws cos ws 
© 


4 
vo \.. AR) : 
=n—nr|1—-—, sin? os + —— cos # - sin ws cos ws. 
40 [2) 


From the definition (35) of the regularizing time we obtain 


r vs \ 
5; es a. in 
(53) t [ra ne > ( za8) (Zus sin 2ws) 


OR 
4w? 


- cos d(1 — cos 2ws). 
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This equation must be solved for s. In order to facilitate this task K. Stumpf, in hi 
textbook [8] on celestial mechanies, introduces the slowly varying functions of an 
angle A 

1 — cos A 


als) = a PL 


— sin A 
2 vr 


23 
Hence 


1 2 1. 2 
=s— (?— vd), + vg COS US” Ca, 
ro 2 R 
the argument of the c-functions being A? — 4w?s?. By replacing ® by (49) we obtain 
the equation 


(54) s+ : (# -- = )s 63 (4°) + v, c08 ds? c, (A?) nn 42 u s?, 

This is Stumpff’s “prineipal equation” of the two-body problem. Numerical methods 
for solving it are outlined in [8]. The angle A = 2os is the inerement of the eccentrie 
anomaly. A value of t computed by (54) from a given value of s in the sequel will be 
called “Kepler time” and denoted by t,. 

Obviously the parametric space R* has disappeared from the equation (54); it 
was only needed as a tool for establishing that equation. It would not be too difficult 
to establish by the same technique the remaining formulae of Stumpff; they deseribe 
the motion of our particle without using R*. We shall not carry this out, but we may 
mention the shortest way leading to the desired result. One uses the fact that the plane 
of motion in R* is mapped into AR® in Levi-Civita’s style. That is to say, distances are 
squared and angles at the origin are doubled. 

Finally it is also possible to determine the size and shape of the Kepler ellipse 
in R®. From the parametric equations (50) the principal axis of the ellipse in A* are 
computed by elementary methods of analytic geometry. The endpoint of the minor 
semi-axis is mapped onto the pericentre and the endpoint of the major semi-axis onto 
the apocentre of the Kepler ellipse. 


The results of this section illustrate the fact that many formulae of celestial 


mechanics are better understood and easier established if they are interpreted as formulae 
in the parametric space Rt. 


8. First order perturbations 





The equations (46) or (47) of the perturbed motion can be solved by numerical 
methods using for instance a scheme of Runge-Kutta or Cowell type. If a non-conser- 
vative case is treated by (46) the work W’ of the perturbing forces must be computed 
stepwise by numerical quadrature. This disadvantage will be removed in section 9. 


We shall not proceed along this line of attack but rather adapt classical pertur- 
bation methods to our equations. 


For the sake of simplieity the frequency (49) is used again and the right-hand 
side of (46) is abbreviated by 





1 ‚ 
(55) F,= ı; (rQ; + 2W’u,). 
Equation (46) now becomes 
du, 
(56) + o:u, =F.. 


ds? 
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This is a forced harmonie oseillation in A*. Integration is performed by the following 
well-known method. It is easy to prove that the functions 


8 


= x | F, sin &(s — 0) do 
Ö 


are particular integrals of (56). For by differentiation we have 


re = f F, cos &(s — 0) do 
0 
dp; 


8 
ng F,—o [r: sin @(s — 0) do, 
ö 


d’y; 


= F—argı. 


We again consider the initial-value problem, but for the case of perturbed motion. From 


the initial data x?, &0 two vectors &,, ß, in R* are computed as outlined in section 7. 


Then the perturbed motion is given by 


uU; = %c08os + B,sinos-+ 9; 


8 
. i ED 
(58) u; = %,C08ws + P,sinos + — J F, sin &(s — 0) do, 
[777 
0 


because this expression satisfies the differential equations and the initial conditions as 
well. The term before the integral is the unperturbed Kepler motion, therefore we intro- 
duce the perturbations Au, of the coordinates and obtain 


C 


(59) Au, = 2 [ F, sin &(s — o) de. 
ö 


By differentiation we obtain the perturbations of the velocities 


du,\ _ d n 
(60) A e ) = f F, cos w(s — o) de. 
0 


This set of formulae is appropriate if the perturbations are only wanted once at a given 
time s. If they must be listed as functions of s, we proceed in a slightly different manner 
by introdueing the quantities 


Ax; == -—[F: sin wodo 


[07 


(st) . 
AB; = [ Fıcos wode. 
[0) 
0 
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Equations (59), (60), (58) then become 


Au, = Aa, cos ws + Aß, sin ws, 
(62) ju.\ 
A ( = — o(—- Ax; sin os + Aß, cos ws), 
ds 
(63) u; = (x; + Ax,) cos ws + (ß, + Aß,) sin ws. 


Thus A«,, Aß, are the perturbations of «,;, ß;, and may be called perturbations of the 
elements if we agree to consider «,;, ß; as elements of the motion in the parametric space Rt, 

We make the important remark that also the physical time t is influenced by the 
perturbing forces. In order to study this phenomenon we denote temporarily by Ugıfz 
the coordinates and distance during the unperturbed Kepler motion and by Au,, Ar the 
corresponding perturbations. 


From (35) it follows 
i= [rds = f rgds + [ Ards =14, + $. Irds. 
The Kepler time t, was introduced in section 7. Thus we have the perturbation of time 


(64) At = [ Ards. 


Ar is given by (41): 
Ir = 2 (u} _ uFx) 


—= (u, + u,,) Au. 
’ ;K 3 


We shall give some advice concerning the practical computation of perturbations. The 
perturbing functions F, are in general given as functions of the position and velocity 
of the moving body, and of time. By differentiation of (61) the differential equations 
for the perturbations of the elements 


F,sin ws, = (Aß,) = F, cos ws 


107) 


d 1 
1x) = — 

ds (da) © 
are obtained. They can be integrated by well-known numerical methods. Now we restriet 
ourselves to first order perturbations. That is to say the F, are computed by inserting 
position and velocity of the unperturbed Kepler motion. If only special perturbations are 
desired the following procedure must be applied. A value s of the variable of integration 
is chosen. Position and velocity are computed from (50) and 

du; 


— o(— x, sin ws + ß, cos ws). 
ds ( I Pi ) 


The corresponding time is computed from (54) or from the less sophisticated formula 
(53). Then the F, are evaluated and an integration step of (61) is performed. Formula 
(63) furnishes the trajectory in R*. Afterwards the correetion of time is obtained from 
the integral 


(65) At=2[ Fu, Au,ds. 


This is sufficient for first order work. 


If a theory of general perturbations must be established, the perturbing functions F; 
must be expanded into Fourier series with respect to s, that is to say with respect to 
the eccentric anomaly of the unperturbed Kepler motion. In the case of a many-body 
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problem the corresponding technique was developed long ago by Hansen. The reader 
can find the necessary material in [9]. 

The labour of computing first order perturbations is reduced slightly if the coordi- 
nate system x; in R® is chosen in such a manner that the unperturbed motion takes 
place in the x, X;-plane. As the plane of the corresponding motion in R* we may take 
the u,, 4,-plane. The two planes are mapped onto each other by Levi-Civita’s trans- 
formation. The formulae (28) for the transformation of the perturbing forces P} in R° 
into forces Q/ in R* are then reduced to 


G=-%MmPi+wP) G=-2uP, 
Q = 2(—-Pı +uP) 9 = 2 P;3. 


This shows that the perturbations Au,, Au, of the plane motion are computable without 
introdueing us, 44. 

We have implieitly assumed the basie motion to be elliptic, but the necessary 
modifications for parabolie or hyperbolice motion are not too difficult. Finally we mention 
that higher order perturbations can also be treated by using the same ideas. 


9. The non-eonservative ease 


In this case the computation of the perturbing work W’ can be avoided if the 
following more sophisticated regularization is used. We introduce the perturbing force 
per unit of mass 


1 1 
;6 a We 2 
(66) Pı m I kr G; m O; 


By inserting (41) into (47) we obtain the equations of motion 


du, u 1 


ds? 1 r 


Mm (du) 


2 ds 








r 
Ww=70: 


A new time-variable s, is introduced by putting s = f(s,), where f is a function to be 
specified below. Derivatives with respect to s, are denoted by accents. The equations 
of motion become 
ie . 1 ” Fu 
(67) u — u + | > f”- Zu), u f"g;- 


f i P\4 


Our goal is to determine f in such a way that the coefficient of u, is a constant k: 


r M 


a BD "irre as 
(68) = (+ f" - Zu), fi (rk + Zu/?). 


With this convention the equations of motion may be written 


[73 


RC [7 b er r ‚2 f ‚ 
(69) u +ku,= z! 4; + 12 u;. 


Thus we need the second derivative f''. It is obtained by differentiation of (68) taking 
into account (41), and the fact that k is a constant: 


2 ER 
ff" = ya; + ku,). 
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By inserting the equations of motion (69) this is transformed into 


[7 
24 


M gr r 2 ’ f £ 
Ti = zZ! Zqu + f zu; 


Fr ( = f? — Zu; ’)=: rzuW ; 


Since the quantity k appears on the left side of this equation, we have 


x f! g 
u: = q,u;. 


Thus the equations (69) of motion become 


u +ku,= ’ r®(rg, ” : u; 244). 


Finally f’”? is replaced by (68). 


- [77 1 ' i e 
(70) u’ + ku, = sg kr+ Zu}?) [ra B 7 244). 


This is our new set of differential equations for the perturbed motion. The right hand 
side vanishes with the perturbing forces, therefore the unperturbed motion is again a 
harmonie oscillation. 


A few remarks concerning the necessary modifications in sections 7 and 8 are in 
order, if this set is used. We begin with the initial conditions. Introducing the velocity r 
in R? from (41) we obtain 


‚_. du, 


‚[du;\? 
„=T'f, Zu?=f?2|7'- 
ds 


\ ds 
v2 \ 
M ) 
At instant ? = (0 the quantity in the last parenthesis is the reciprocal of the osculating 
major axis a,. This was pointed out in (45). 


M da, 
—— _ fr? Er E 
.- in! Dee; | M . 


The initial velocity in R* is thus 


(71) u Yr H 


where the expressions du,/ds are computed by (37). This shows that k should have 
the same sign as a,. Its absolute value is arbitrary. But this relation shows furthermore 
that the new method breaks down for parabolic initial conditions, because a, is then 
infinite and k should be O0. But this is impossible because k occurs in the denominator 
of (70). For elliptice motion a good choice of k is 
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and the rules (53), (54) for computing the Kepler time remain valid if s is replaced by s,. 
The same statement is true for the perturbation formulae (59), (61) provided that F, 
is understood to be the expression 


F,= 1 (kr + Zu/?) (ra + : u; Zq,u;) 


\ 


2M 


\ 


of equation (70), whereas the rule for the perturbation of time is modified to read 


At = | Ards — [are - | Zr [ar Ykr + Zuj/?ds.. 


An account on numerical experiments by M. Rössler will appear in ZAMP (Zeit- 
schrift für angewandte Mathematik und Physik). 
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Corrigendum to 


Two problems concerning polynomials 


H. Davenport and A. Schinzel 
(this Journal, 214/215, 386—391) 


It has been pointed out by M. J. Wonenburger in Math. Reviews, 29 (1965), ni 
that the conclusion of the proof of Theorem 2 needs modification. 


The last complete paragraph on p. 390 should be omitted, and Chroughou 
rest of the proof x,, &,, O,..., O0 should be replaced by z,,.. ., 2,,0,...,0. 


The assertion on p. 391 that a(X;,...,4,) Is a constant TR be ra by 
assertion that it does not vanish identically, this being justified by the fact that ot 
wise / would not depend on z,, 2, 


In the next formula, c(x,,.. .,4,) is now a rational function, and after substit ti 
in (22), (23) we have to use the same reasoning as earlier to remove a possible denominaß 


The statement about AR,(z,, &,) should be deleted, and the conclusion is that * 
ai Ha 
which gives the last formula of the paper. 


We take the opportunity of mentioning that a generalization of our T'heore \ 
has since been given by Schinzel in Bull. Acad. Polon. Sei. (Serie Math.), 11 (19% 
633—638. 


Eingegangen 17. Februar 1%5 








